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ВВЕДЕНИЕ

В системах разной природы встречаются сверхбыстрые процессы, в ко-
торых исследуемая величина (например, энергия, температура или же де-
нежный капитал) неограниченно возрастает на конечном интервале времени.
Многие математические модели, в которых решения могут неограниченно
расти, не учитывают факторы, ограничивающие рост исследуемой функции
вблизи момента обострения (конечность ресурсов и т.д.). Однако такие ма-
тематические модели позволяют понять и изучить наиболее значимые черты
исследуемой системы, которые проявляются вплоть до момента обострения1.

Современная математическая физика рассматривает в основном суще-
ственно нелинейные процессы, описываемые нелинейными уравнениями в
частных производных. Известная классическая теория нелинейных уравне-
ний математической физики рассматривает вопросы существования решений
и их свойства. В то же время, известно, например, что отдельные нелинейные
уравнения, например, нелинейное уравнение Клейна-Гордона с кубической
нелинейностью в трехмерном случае не имеет глобального по времени реше-
ния задачи Коши при определенных начальных данных. Это явление разру-
шения решения (blow-up) проявляется в самофокусировке светового пучка в
активной нелинейной среде. Этот эффект разрушения решений нелинейных
уравнений присущ многим нелинейным уравнениям математической физики.
Даже для классического нелинейного уравнения Кортевега-де Фриза2, опи-
сывающего многие нелинейные процессы в современной физике, при опре-
деленных начальных данных имеет место разрушение решения за конечное
время. Явление разрушения решений нелинейных уравнений представляет
не только математический, но и физический интерес, поскольку разрушение
решений — это катастрофа реальных процессов, описываемых соответствую-
щими нелинейными математическими моделями.

Теория разрушения решения имеет приложение в различных областях,
например, таких как самофокусировка световых пучков в нелинейных сре-
дах, нестационарные структуры в магнитной гидродинамики (T-слой), без-
ударное сжатие в задачах газовой динамики3. Методология решения «задач
на обострение» позволяет с нетрадиционной точки зрения рассмотреть ряд
классических задач механики, связанных с процессами сжатия, кумуляции,

1Никольский, И.М. Решения нелинейных параболических уравнений, развивающиеся в режиме с
обострением: автореф. дис. канд. физ.-мат. наук: 05.13.18 / И.М. Никольский; Гос. акад. упр. им. С. Ор-
джоникидзе. — Москва, 1993. — 18 с.

2Похожаев, С.И. О сингулярных решениях уравнения Кортевега–де Фриза / С.И. Похожаев // Матем.
заметки. — 2010. — Т. 88, № 5. — С. 770–777.

3Cамарский, А.А. Режимы с обострением в задачах для квазилинейных параболических уравнений /
А.А. Самарский, В.А. Галактионов, С.П. Курдюмов, А.П. Михайлов. — Москва: Наука, 1987. — 480 с.
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кавитации, коллапсов. Есть основания предположить, что возможны новые
подходы к задачам коллапса, быстрого сжатия вещества, к химической кине-
тике, метеорологии (катастрофическим явлениям в атмосфере Земли), эколо-
гии (росту и вымиранию биологических популяций), нейрофизиологии (моде-
лированию распространения сигналов по нейронным сетям), эпидемиологии
(вспышкам инфекционных заболеваний)4.

Эффект разрушения решения был предметом исследования многих учё-
ных. В работе Fujita5 для задачи Коши для параболического уравнения со
степенным источником, выбранным определённым образом, было доказано,
что решение задачи всегда разрушается на конечном интервале времени. В
статье Levine6 были найдены условия разрушения решения начально-краевой
задачи для уравнения параболического типа с нелинейным источником. Fila7

получил условия, при которых решение задачи Дирихле для уравнения па-
раболического типа с нелинейным источником не разрушается. Тем самым
было показано, что диффузионный оператор может предотвратить процесс
возникновения разрушения решения. Следует отметить труды Похожаева8 , 9,
Самарского 3 , Галактионова 10 , 11, которые изучали задачи с эффектом раз-
рушения решения для нелинейных уравнений параболического типа.

Множество работ было посвящено эффекту разрушения решения в раз-
ностных схемах. В работе Nakagawa12 было доказано, что решение некоторой
явной схемы сходится к решению аппроксимируемой ею задаче Дирихле для
уравнения теплопроводности во всех точках по времени до момента blow-up.
Сhen13 рассмотрел аналогичную задачу с произвольным степенным источни-
ком, построил разностную схему для задачи и доказал сходимость времени

4Князева, Е.Н. Синергетическая парадигма. основные понятия в контексте истории культуры /
Е.Н. Князева, С.П. Курдюмов // Живая этика и наука. — 2008. — № 1. — С. 379–443.

5Fujita, H. On the blowing up of solutions of the Cauchy problem for ut = ∆u + u1+α . / H. Fujita // J.
Fac. Sci., Univ. Tokyo, Sect. I. — 1966. — Vol. 13. — P. 109–124.

6Levine, H. A. Some nonexistence and instability theorems for solutions of formally parabolic equations of
the form Put = −Au+ F(u) . / H.A. Levine // Arch. Ration. Mech. Anal. — 1973. — Vol. 51. — P. 371–386.

7Fila, M. Dirichlet boundary conditions can prevent blow-up in reaction-diffusion equations and systems. /
M. Fila, H. Ninomiya, J.L. Vázquez // Discrete Contin. Dyn. Syst. — 2006. — Vol. 14, № 1. — P. 63–74.

8Pohozaev, S.I. Blow-up of sign-changing solutions to quasilinear parabolic equations / S.I. Pohozaev //
Proc. Steklov Inst. Math. — 2010. — Vol. 269. — P. 208–217.

9Mitidieri, E. A priori estimates and blow-up of solutions to nonlinear partial differential equations and
inequalities. Transl. from the Russian / E. Mitidieri, S.I. Pohozaev. — Moscow: MAIK Nauka/Interperiodica,
2001. — 362 p.

10Галактионов, В.А. Об условиях отсутствия глобальных решений одного класса квазилинейных пара-
болических уравнений / В.А. Галактионов // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. — 1982. — Т. 22, № 2. —
С. 322–338.

11Галактионов, В.А. Об одной краевой задаче для нелинейного параболического уравнения ut =
∆uσ+1 + uβ / В.А. Галактионов // Дифференц. уравнения. — 1981. — Т. 17, № 5. — С. 836–842.

12Nakagawa, T. Blowing up of a finite difference solution to ut = uxx + u2 / T. Nakagawa // Appl. Math.
Optim. — 1976. — Vol. 2. — P. 337–350.

13Chen, Y. Asymptotic behaviours of blowing-up solutions for finite difference analogue of ut = ∆u+u1+α . /
Y. Chen // J. Fac. Sci., Univ. Tokyo, Sect. I A. — 1986. — Vol. 33. — P. 541–574.
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численного разрушения решения к времени разрушения решения дифферен-
циальной задачи. Стоит также отметить работу Самарского 3 , где были полу-
чены достаточные условия разрушения решения неявной разностной схемы,
которая аппроксимирует аналогичную задачу Дирихле для уравнения тепло-
проводности со степенным коэффициентом теплопроводности.

Отметим, что при изучении задач с разрушением решения широко ис-
пользуются теоремы сравнения. Во второй главе сформулированы и дока-
заны дискретные аналоги теорем сравнения, которые в дальнейшем исполь-
зованы для доказательства разрушения решений разностных схем и оценки
времени их разрушения.

В третьей главе изучен эффект разрушения решения в задачах для па-
раболического уравнения с нелинейными источник и коэффициентом диффу-
зии, а также в разностных схемах, которые аппроксимируют такие задачи.
Для задач Неймана были получены условия разрушения решения и верхняя
оценка времени разрушения решения. Для разностной схемы, аппроксимиру-
ющей такую задачу со вторым порядка аппроксимации, были получены ана-
логичные условия разрушения решения разностной схемы и верхняя оценка
разрушения. Для задачи Дирихле, на основе закона сохранения, были най-
дены условия разрушения решения и верхняя оценка времени разрушения.
Была построена разностная схема, для которой выполняется сеточный аналог
закона сохранения.

В заключительной части диссертации результаты, полученные во вто-
рой главе для задачи Неймана, были обобщены на многомерную задачу
для параболического уравнения с градиентной нелинейностью коэффициента
диффузии и разностную схему, которая аппроксимирует такую задачу.

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Связь работы с научными программами (проектами), темами
Тема утверждена решением Ученого совета Института математики

НАН Беларуси от 02.12.2014, протокол № 9, соответствует направлению 12.1
перечня приоритетных направлений фундаментальных и прикладных науч-
ных исследований Республики Беларусь на 2011–2015 годы «Физические и
математические методы и их применение для решения актуальных проблем
естествознания, техники, новых технологий, экономики и социальных наук».
Исследования проводились в соответствии с заданиям следующих программ
и тем:

– договор с Белорусским республиканским фондом фундаментальных ис-
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следований № Ф12Р–177 «Разработка, анализ и применение новых эф-
фективных разностных методов решения многомерных задач фильтра-
ции и конвекции-диффузии» № госрегистрации 20130053;

– государственной программы научных исследований («Конвергенция –
2020») на 2016–2020 гг. — задание 1.5.01 «Численные методы и парал-
лельные алгоритмы решения задач для дифференциальных уравнений»
№ госрегистрации 20160176;

– государственной программы научных исследований («Конвергенция –
2025») на 2021–2025 гг. — задание 1.4.01 «Методы вычислительной ма-
тематики и математического моделирования физических, технических и
технологических процессов», НИР1 «Численные методы моделирования
физических, технических и технологических процессов», № госрегистра-
ции 2021025;

Цель и задачи исследования
Целью диссертационной работы является нахождение условий на вход-

ные данные, при которых решения задач для уравнений в частных производ-
ных параболического типа и разностных схем, аппроксимирующих их, раз-
рушаются на конечном интервале времени.

Для достижения этой цели в ходе работы над диссертацией были по-
ставлены следующие задачи:

– доказать дискретные аналоги теорем сравнения для задачи Коши для
нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения;

– на основании дискретных аналогов теорем сравнения, построить раз-
ностные схемы, воспроизводящие эффект разрушения решения аппрок-
симируемых ими задач Неймана для квазилинейных уравнений парабо-
лического типа;

– построить разностную схему повышенной консервативности, которая ап-
проксимирует задачу Дирихле для квазилинейного уравнения параболи-
ческого типа с эффектом разрушения решения и удовлетворяет сеточ-
ному закону сохранения.

Объект исследования — разностные схемы, аппроксимирующие
начально-краевые задачи для квазилинейных уравнений параболического ти-
па.

Предмет исследования — свойства разностных схем, связанные с эф-
фектом разрушения решения.
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Научная новизна
Все результаты, полученные в диссертационной работе, являются но-

выми. Их новизна состоит в том, что

1. доказаны дискретные аналоги теорем сравнения для задачи Коши для
нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения;

2. получены новые условия на входные данные, при которых решения за-
дач Неймана и Дирихле для квазилинейного уравнения параболического
типа разрушаются на конечном интервале времени;

3. найдены согласованные с дифференциальным случаем условия на вход-
ные данные, при которых решения полученных разностных схем, ап-
проксимирующих задачи Неймана для квазилинейных уравнений пара-
болического типа, разрушаются на конечном временном интервале;

4. построена разностная схема, аппроксимирующая задачу Дирихле для
квазилинейного уравнения параболического типа и удовлетворяющая се-
точному закону сохранения.

Положения, выносимые на защиту

1. Дискретные аналоги теорем сравнения для задачи Коши для нелиней-
ного обыкновенного дифференциального уравнения.

2. Разностные схемы, решения которых разрушаются при тех же услови-
ях, что и аппроксимируемые ими задачи Неймана для квазилинейных
уравнений параболического типа.

3. Разностная схема повышенной консервативности, аппроксимирующая
задачу Дирихле для квазилинейного уравнения параболического типа
с эффектом разрушения решения.

Личный вклад соискателя ученой степени
Основные результаты диссертационной работы и положения, выноси-

мые на защиту, получены автором лично. Работы [1,3–5] опубликованы в со-
авторстве с научным руководителем доктором физико-математических наук,
профессором, членом-корреспондентом НАН Беларуси П.П. Матусом. Науч-
ному руководителю принадлежат постановка задач и общие рекомендации
относительно методов их решения, а автору диссертации — реализация этих
рекомендаций и доказательство соответствующих результатов.

Апробация диссертации и информация об использовании ее
результатов
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Основные результаты диссертации докладывались на следующих кон-
ференциях и семинарах:

– на XVI Международной научной конференции по дифференциальным
уравнениям «Еругиские чтения – 2014» (г. Новополоцк, 2014);

– на VII Международной конференции «Computational Methods in Applied
Mathematics: CMAM-7» (г. Jyvaskyla, 2016);

– на Международной научной конференции «XII Белорусская математи-
ческая конференция» (г. Минск, 2016);

– на XX Международной научной конференции молодых ученых «Моло-
дежь в науке – 2023» (г. Минск, 2023);

Опубликованность результатов диссертации
Материалы диссертации опубликованы в 14 научных работах, из них 6

статей в рецензируемых изданиях, включенных в перечень ВАК РБ (общим
объемом – 2,1 авторских листа), 7 тезисов в сборниках материалов конферен-
ций.

Структура и объем диссертации
Диссертация состоит из оглавления, введения, общей характеристики

работы, трех глав, заключения и библиографического списка. Объем диссер-
тации составляет 87 страниц, включая 6 рисунков и 1 таблицу, встроенных в
текст. Библиографический список на 9 страницах включает 94 источника (с
учетом 14 публикаций соискателя).
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ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ

Во введении обоснована актуальность темы диссертационной работы
и изложены результаты, полученные в диссертации.

В первой главе дан аналитический обзор литературы по теме иссле-
дований.

Вторая глава посвящена доказательству разностных аналогов теорем
сравнения для решения задачи Коши для нелинейного обыкновенного диф-
ференциального уравнения (ОДУ). В дальнейшем, эти теоремы использу-
ются для анализа возникновения эффекта разрушения решения (blow-up) в
разностных схемах, аппроксимирующих соответствующую задачу Коши для
ОДУ.

В диссертации предполагается, что выполнены все условия на входные
данные, при которых решения рассматриваемых дифференциальных задач
существуют, единственны, непрерывно зависят от входных данных и суще-
ствуют все необходимые ограниченные непрерывные производные, требуемые
по ходу изложения.

В разделе 2.1 приведены вспомогательные результаты, необходимые
для дальнейшего исследования. Была сформулирована основная задача для
ОДУ.

Предположим, что существует классическое решение u(t) ∈ C1(0, T ] ∩
C[0, T ] задачи

du

dt
= g(t)f(u), 0 < t ≤ T, u(0) = u0. (1)

где 
g(t) — непрерывная положительная неубывающая функция
для всех t ∈ (0, T ],
f(v) — непрерывно дифференцируемая положительная
возрастающая функция при всех v ∈ D.

 (2)

D — некоторая связная область, причём Du ⊆ D ⊂ R , где Du — область
значений решения задачи.

В разделе 2.2 доказаны дискретные аналоги леммы Бихари.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (2), α0 ≤ u0 и

αn ≤ u0 +
n−1∑
k=0

τkg(tk)f(αk), n = 1, 2, ..., N0, (3)
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где αk ∈ D , tk ∈ (0, T ] для всех k = 0, 1, ..., N0 , t0 = 0 , a τk = tk+1 − tk ≥ 0
для всех k = 0, 1, ..., N0 − 1 . Тогда справедлива оценка

αn ≤ u(tn), n = 1, 2, ..., N0, (4)

где u(t) — решение задачи (1).

Замечание 1. Теорема 1 является обобщением теоремы, сформулирован-
ной в работе Демидовича 14.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (2), u0 ≤ β0 и

βn ≥ u0 +
n−1∑
k=0

τkg(tk+1)f(βk+1), n = 1, 2, ..., N0, (5)

где βk ∈ D , tk ∈ (0, T ] для всех k = 0, 1, ..., N0 , t0 = 0 , a τk = tk+1 − tk ≥ 0
для всех k = 0, 1, ..., N0 − 1 . Тогда справедлива оценка

βn ≥ u(tn), n = 1, 2, ..., N0, (6)

где u(t) — решение задачи (1).

В разделе 2.3 сформулированы и доказаны дискретные аналоги тео-
рем сравнения.

На отрезке [0, T ] введём неравномерную сетку ω̄τ = { tn | tn+1 = tn+τn,
τn > 0, n = 0, 1, ..., N0 − 1, t0 = 0, tN0

= T} , ωτ = ω̄τ/{0} . Пусть vn , αnτ ,
βnτ — сеточные функции, заданные на сетке ω̄τ , удовлетворяющие следующим
соотношениям

vn+1 − vn

τn
= ϕ(tn+1, tn)q(v

n+1, vn), n = 0, ..., N0 − 1, v0 = u0, (7)

αn+1
τ − αnτ
τn

≤ g(tn)f(αnτ ), n = 0, ..., N0 − 1, α0
τ ≤ u0, (8)

βn+1
τ − βnτ
τn

≥ g(tn+1)f(βn+1
τ ), n = 0, ..., N0 − 1, β0

τ ≥ u0, (9)

где сеточные функции

ϕ(t+, t−) =
1

t+ − t−

t+∫
t−

g(ζ)dζ,

14Демидович, Б. П. Лекции по математической теории устойчивости / Б. П. Демидович. — Москва:
Наука, 1967. – 472 с.
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q(v+, v−) =

 1

v+ − v−

v+∫
v−

dw

f(w)

−1

определяются формулами точной разностной схемы 15.

Теорема 3. Пусть сеточная функция αnτ ∈ D , n = 0, 1, ..., N0 удовлетво-
ряет неравенствам (8). Тогда

αmτ ≤ vm, m = 1, 2, ..., N0. (10)

Следствие 1. Пусть yα ∈ D — решение разностной схемы

yn+1
α − ynα
τn

= g(tn)f(ynα), n = 0, ..., N0 − 1, y0
α = u0. (11)

Тогда справедлива следующая оценка

ymα ≤ vm = u(tm), m = 1, 2, ..., N0.

Теорема 4. Пусть сеточная функция βnτ ∈ D , n = 0, 1, ..., N0 удовлетво-
ряет неравенствам (9). Тогда

βmτ ≥ vm, m = 1, 2, ..., N0. (12)

Следствие 2. Пусть для разностной схемы

yn+1
β − ynβ
τn

= g(tn+1)f(yn+1
β ), n = 0, ..., N0 − 1, y0

β = u0, (13)

решение yβ ∈ D существует и единственно. Тогда справедлива следующая
оценка

ymβ ≥ vm = u(tm), m = 1, 2, ..., N0.

В разделе 2.4 приведены двухсторонние оценки решения задачи Коши
для ОДУ, полученные на основе дискретных аналогов теорем сравнения.

В разделе 2.5 найдены достаточные условия существования решения
для неявной разностной схемы (13).

Раздел 2.6 посвящён математическим определениям "эффекта разру-
шения решения задачи"для непрерывного и разностного случая. Сформули-
рованы утверждения, связанные с эффектом разрушения решения, и приве-
дён простейший пример разрушения решения разностной схемы.

15Matus, P. Exact difference schemes for time-dependent problems. / P. Matus, U. Irkhin, M. Lapinska-
Chrzczonowicz // Comput. Methods Appl. Math. — 2005. — Vol. 5, № 4. — P. 422–448.
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Для изучения эффекта разрушения решения рассмотрим задачу (1) при
T →∞

du

dt
= g(t)f(u), 0 < t <∞, u(0) = u0. (14)

где функции g(t) , f(u) и u0 взяты из задачи (1), а область D такая, что
[u0,∞) ⊂ D .

Определение 1. Будем говорить, что решение задачи (14) разрушается,
если существует такое tb , для которого

lim
t→tb−0

u(t) =∞.

В этом случае tb называется временем разрушения решения.

Введём общее определение разрушения решения. Рассмотрим нестаци-
онарную дифференциальную задачу A в Ω × [t0,∞) , где Ω ⊂ Rm , m ∈
N . Обозначим через u(x, t) решение дифференциальной задачи A . Пусть
|| · ||Ω — некоторая норма в области Ω .

Определение 2. Решение u(x, t) дифференциальной задачи A , разруша-
ется в норме || · ||Ω , если существует такое Tb , что t0 < Tb < ∞ и для
которого верно следующее соотношение

lim
t→Tb−0

||u(t)||Ω =∞.

В этом случае Tb называется временем разрушения решения задачи A .

Так как нельзя говорить о разрушении, основываясь только на конеч-
ном наборе значений сеточной функции, то для определения разрушения
решения понадобится последовательность узлов, на которой будет опреде-
лено решение разностной схемы или сетка со счётным количеством узлов
ωτ = {tn|tn+1 > tn, n ∈ N} .

Предположим, что имеется разностная схема Ah , которая аппрокси-
мирует дифференциальную задачу A и определена на сетке ω = ωτ × ωh .
Обозначим через yn решение схемы Ah на сетке ωh во временном узле tn .
Пусть || · ||ωh — некоторая сеточная норма в ωh .

Определение 3. Разностная схема Ah , определённая на ω , допускает раз-
рушение решения в норме || · ||ωh , если существует такая сетка ωτ , для
которой последовательность {tn}∞n=1 стремится к некоторому конечному
числу, то есть lim

n→∞
tn = Thb <∞ , a решение Ah стремится к бесконечно-

сти в данной норме, то есть

lim
n→∞
||yn||ωh =∞.
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В разделе 2.7 приведены результаты численного эксперимента с ис-
пользованием неявной и явной схем, аппроксимирующих задачу (1), (2). Ре-
зультаты численного эксперимента согласуются с ранее полученными теоре-
тическим выводами.

В третьей главе найдены новые условия на входные данные, при ко-
торых решения задач Дирихле и Неймана для квазилинейного уравнения
параболического типа разрушаются на конечном интервале времени. Также
для задачи Неймана получены согласованные с дифференциальным случаем
условия на входные данные, выполнение которых обеспечивает разрушение
решения разностной схемы, аппроксимирующей данную задачу Неймана. По-
строена разностная схема, аппроксимирующая задачу Дирихле и удовлетво-
ряющая сеточному закону сохранения.

В разделе 3.1 приведена постановка задачи Дирихле и получен закон
сохранения.

Рассмотрим начально-краевую задачу для квазилинейного параболиче-
ского уравнения

∂u

∂t
+ Au = f(u), (x, t) ∈ Ω× (0,∞), (15)

u(x, t) = µ, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞), (16)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω̄, (17)

где Ω = {x = (x1, x2, . . . , xm)} ⊂ Rm ограниченная связная область с гладкой
границей ∂Ω , Ω̄ = Ω ∪ ∂Ω , µ = const ≥ 0 , u0(x) ∈ C(Ω̄) , u0(x) ≥ µ при
x ∈ Ω и u0(x) = µ для всех x ∈ ∂Ω , f(u) — непрерывно дифференцируемая
и неотрицательная функция при u ≥ µ ,

Au = −
m∑
α=1

∂

∂xα

(
k(u)

∂u

∂xα

)
,

или

Au = −
m∑
α=1

∂2

∂x2
α

ϕ(u), ϕ
′
(u) = k(u), ϕ(µ) = 0.

Здесь k(u) — непрерывная, положительная функция при u ≥ µ и диф-
ференцируема при u > µ , ϕ(u) — дважды непрерывно-дифференцируемая
положительная функция при u > µ . Обозначим через Φ(u) одну из пер-
вообразных функции ϕ(u) . Из свойств функции ϕ(u) следует, что Φ(u) —
возрастающая функция при всех u > µ .

В дальнейшем будем использовать скалярное произведение (u, v) =∫
Ω

uvdx в пространстве L2(Ω) и норму ||u||2 = (u, u) .
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Для задачи (15)–(17) имеет место следующий закон сохранения

E(t) = E(0), (18)

где

E(t) =

t∫
0

2

(
k(u),

(
∂u

∂t

)2
)
dt+

m∑
α=1

∥∥∥∥ ∂

∂xα
ϕ(u)

∥∥∥∥2

− (F (u), 1),

F (u) — одна из первообразных функции 2k(u)f(u) .
Функцию E(t) в дальнейшем будем называть энергетической функци-

ей.
В разделе 3.2 сформулирована теорема разрушения решения для за-

дачи Дирихле и приведены примеры применения теоремы при различных
выборах функций источника и коэффициента диффузии.

Теорема 5. Пусть для произвольно выбранной первообразной F (u) функции
2k(u)f(u) выполнены условия:

1. функция

G(v) = ϕ(Φ−1(v))f(Φ−1(v))− F (Φ−1(v))

непрерывно дифференцируемая, монотонно возрастающая и выпуклая при
v ≥ v0 , где

v0 = v(0) =
1

mesΩ

∫
Ω

Φ (u(x, 0)) dx, mesΩ — мера области;

2. существует T1 <∞ , которое удовлетворяет уравнению

T1 =

∞∫
v0

dw

G(w)− E(0)
mesΩ

<∞;

3. выполнено следующее неравенство

E(0) < mesΩ ·G(v0). (19)

Тогда решение задачи (15)–(17) разрушается на конечном временном интер-
вале, то есть

lim
t→Tb−0

sup
x∈Ω

u(x, t) =∞,

причём Tb ≤ T1 .
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Замечание 2. С помощью Теоремы 5 можно доказать разрушения разру-
шение решения задачи (15)-(17) даже при некоторых положительных зна-
чениях энергетической функции (в случае её однозначного определения, как,
например, в работе Матуса 16).

В разделе 3.3 построена разностная схема, аппроксимирующая задачу
Дирихле и удовлетворяющая сеточному аналогу закона сохранения.

Пусть

Ω̄ = {x = (x1, . . . , xm)| 0 ≤ xα ≤ lα, α = 1,m},

Ω = {x = (x1, . . . , xm)| 0 < xα < lα, α = 1,m}, ∂Ω = Ω̄/Ω.

Введём сетки по пространству и времени

ω̄ = ω̄h × ω̄τ , ω = ωh × ωτ , γh = ω̄h/ωh, ω̄τ = ωτ ∪ {0},

где
ω̄τ = {tn|tn+1 = tn + τn, n ∈ N, t0 = 0},

ω̄h =
{
xi =

(
x

(i1)
1 , . . . , x(im)

m

)∣∣∣x(iα)
α = iαhα, iα = 0, Nα, α = 1,m

}
,

ωh =
{
xi =

(
x

(i1)
1 , . . . , x(im)

m

)∣∣∣x(iα)
α = iαhα, iα = 1, Nα − 1, α = 1,m

}
,

ω+
α =

{
xi =

(
x

(i1)
1 , . . . , x(im)

m

)∣∣∣x(iα)
α = iαhα, iα = 0, Nα − 1

}
,

с постоянными шагами h1, h2, . . . , hm и переменным шагом τn по простран-
ственным и временной переменной соответственно.

Рассмотрим разностную схему

yt =
m∑
α=1

(ϕ(y))(0,5)
x̄αxα

+
1

ϕ(ŷ)− ϕ(y)

ŷ∫
y

k(ξ)f(ξ)dξ, (x, t) ∈ ω, (20)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ω̄h, (21)

y(x, t) = µ, x ∈ γh t ∈ ω̄τ . (22)

Обозначим s =
m∏
α=1

hα . Введём скалярное произведение на ωh , (u, v)h =∑
ωh

suv и норму ||v]|2(α) =
∑
ω+
α

sv2 . Тогда для разностной схемы (20)–(22) имеет

место сеточный закон сохранения
16Матус, П. П. О роли законов сохранения в задаче возникновения неустойчивых решений для квази-

линейных параболических уравнений и их аппроксимаций / П. П. Матус // Дифференц. уравнения.—
2013.— Т. 49, № 7.— С. 911–922.
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Eh(tη) = Eh(t0), η ∈ N, (23)

Eh(tη) = 2

η∑
k=0

Qk +
m∑
α=1

||ϕ(yη)x̄α]|2(α) − (F (yη), 1)h , (24)

Qk =

{
0, k = 0;
τk
(
yk−1
t ,

(
ϕ(yk−1)

)
t

)
h
, k ≥ 1.

Таким образом, разностная схема является схемой повышенной консер-
вативности. Также заметим, что сеточный закон сохранения (23) аппрокси-
мирует закон сохранения (18), справедливый для дифференциальной задачи
(15)–(17).

Раздел 3.4 посвящён вычислительному эксперименту, проведённому с
использованием разностной схемы (20)–(22).

В разделе 3.5 приведена постановка задачи Неймана для уравнения
параболического типа.

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
k(u)

∂u

∂x

)
+f(u), (x, t) ∈ Ω× (0,∞), (25)

k(u)
∂u

∂x

∣∣∣
x=0

= k(u)
∂u

∂x

∣∣∣
x=l

= 0, t ∈ (0,∞), (26)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω̄, (27)

где Ω = {x : 0 < x < l} , l = const > 0 . Функция k положительная в
R+ и k ∈ C1(R+) , функция f неотрицательная и f ∈ C1(R+) . Функция
u0 ∈ C(Ω̄) и u0(x) > 0, x ∈ Ω̄ .

В разделе 3.6 доказана теорема о разрушении решения задачи Ней-
мана (25)-(27).

Теорема 6. Предполагаем выполненными следущие условия
1. Функция f(v) непрерывно-дифференцируемая, монотонно возрас-

тающая и выпуклая при v ≥ v0 , где

v0 =
1

l

l∫
0

u0(x)dx.

2. Существует T1 < ∞ , которое удовлетворяет следующему соот-
ношению

T1 =

∞∫
v0

dw

f(w)
. (28)
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Тогда решение задачи (25)-(27) разрушается за конечное время, то есть,

lim
t→Tb−0

sup
0≤x≤l

u(x, t) =∞, (29)

и более того, Tb ≤ T1 .

В разделе 3.7 рассмотрена неявная разностная схема и указаны усло-
вия, при которых решение разностной схемы допускает разрушение решения.

Введём следующие сетки

ω̄τ = {tn|tn+1 = tn + τn, n ∈ N, t0 = 0},

ωh = {xi = ih, h = l/N, i = 1, N − 1},
ω̄h = ωh ∪ {0} ∪ {l}.

Рассмотрим теперь разностную схему

yt = (ayx̄)
(σ)
x + f(yn+1), (x, t) ∈ ω, ω = ωh × ωτ , (30)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ω̄h, ani = 0.5(k(yni−1) + k(yni )), (x, t) ∈ ω (31)

(a1yx,0)
(σ) − h

2
(yt,0 − f(yn+1

0 )) = (aNyx̄,N)(σ) +
h

2
(yt,N − f(yn+1

N )) = 0, (32)

которая аппроксимирует задачу (25)–(27) с порядком O(h2 + τ) .

Теорема 7. Предположим, что следующие условия выполнены
1. Функция f(v) непрерывно-дифференцируемая, монотонно возрас-

тающая и выпуклая при v ≥ v0
h , где

v0
h =

1

l

(
h

2
y0

0 +
N−1∑
i=1

hy0
i +

h

2
y0
N

)
.

2. Существует T1 < ∞ , которое удовлетворяет следующему соот-
ношению

T1 =

∞∫
v0h

dw

f(w)
. (33)

Тогда разностная схема (30)–(32) допускает разрушение решения, то есть,
существует такая последовательность {tn}∞n=1 , при которой верно соот-
ношение

lim
n→∞

max
ω̄h

yn =∞, (34)

и, кроме того, lim
n→∞

tn = Thb ≤ T1 .
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Раздел 3.8 посвящён вычислительному эксперименту, проводимому с
использованием разностной схемы (30)–(32). Численные результаты тестовых
расчётов соответствуют полученным теоретическим результатам.

Четвёртая глава посвящена получению условий на входные данные,
при которых решения задачи Неймана для уравнения параболического типа
с градиентной нелинейностью коэффициента диффузии и разностной схемы,
аппроксимирующей данную задачу, разрушаются на конечном временном ин-
тервале.

В разделе 4.1 приведена постановка задачи Неймана для уравнения
реакции диффузии с градиентной нелинейностью.

∂g(u)

∂t
=

m∑
α=1

∂

∂xα

(
p

((
∂u

∂xα

)2
)

∂u

∂xα

)
+k(t)f(u), (x, t) ∈ Ω× (0,∞), (35)

(
F̄ , n̄

)
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞), (36)

F̄ =

(
p

((
∂u

∂x1

)2
)
∂u

∂x1
, ..., p

((
∂u

∂xm

)2
)

∂u

∂xm

)
,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω̄, (37)

где Ω̄ — ограниченное связное множество в Rm с гладкой границей ∂Ω .
Функция g ∈ C1(R+) и g′(s) > 0 для всех s > 0 , функция p — положитель-
ная в R+ и p ∈ C1(R+) , функция k — положительная в R+ и k ∈ C(R+) ,
функция f — неотрицательная и f ∈ C1(R+) . n̄ — внешняя единичная
нормаль к границе области Ω . Функция u0 ∈ C(Ω̄) и u0(x) > 0, x ∈ Ω̄ .

В разделе 4.2 доказана теорема разрушения решения для задачи Ней-
мана (35)–(37) и получена оценка времени разрушения решения.

Теорема 8. Предположим, что следущие условия выполнены
1. Функция

ϕ(v) = mesΩ · f
(
g−1

(
1

mesΩ
v

))
, mesΩ — мера области Ω

непрерывно-дифференцируемая, монотонно возрастающая и выпуклая при
v ≥ v0 , где

v0 = v(0) =

∫
Ω

g(u(x, 0))dx.
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2. Существует T1 <∞ , которое удовлетворяет уравнению

∞∫
v0

dw

ϕ(w)
=

T1∫
0

k(t)dt. (38)

Тогда решение задачи (35)-(37) разрушается за конечное время, т. е.,

lim
t→Tb−0

sup
x∈Ω

u(x, t) =∞,

и более того, Tb ≤ T1 .

В разделе 4.3 рассмотрена неявная разностная схема, аппроксимиру-
ющая задачу Немана (35)–(37).

Далее будем предполагать, что Ω̄ является областью с гладкой грани-
цей такой, что все граничные точки γh сетки

ω̄h =

{
xi =

(
x

(i1)
1 , . . . , x(im)

m

)∣∣∣x(iα)
α = iαhα, hα =

lα
Nα

, iα = 0, Nα, α = 1,m

}
,

лежат на ∂Ω , а внутренние точки ωh = ω̄h/γh лежат в Ω , причём углы
между внешней нормалью к поверхности ∂Ω в угловых точках сетки и по-
ложительными направления оси равны ±π

4 для правой границы и ±3π
4 для

левой границы, а в остальных граничных точках сетки равны 0 для правой
границы и π для левой границы.

Введём сетку по времени

ω̄τ = {tn|tn+1 = tn + τn, n ∈ N, t0 = 0}.

Будем использовать следующие обозначения

ω̄ = ω̄h × ω̄τ , ω = ωh × ωτ , γh = ω̄h/ωh, ω̄τ = ωτ ∪ {0},

γ0
α =

{
xi =

(
x

(i1)
1 , . . . , x(im)

m

)∣∣∣x ∈ ω̄, x(iα)
α = 0

}
,

γNα =
{
xi =

(
x

(i1)
1 , . . . , x(im)

m

)∣∣∣x ∈ ω̄, x(iα)
α = (Nα − 1)hα

}
.

Мера множества mesΩ =
m∏
α=1

lα .

Рассмотрим неявную разностную схему, которая аппроксимируем зада-
чу (35)–(37)

g(y)t =
m∑
α=1

Aα(y) + k(tn+1)f(yn+1), (x, t) ∈ ω̄h × ωτ , (39)
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Aα(y) =


2
hα
D(yn+1

xα
), x ∈ γ0

α;
D(yn+1

xα
)x̄α, x ∈ ωh; α = 1,m,

− 2
hα
D(yn+1

x̄α ), x ∈ γNα ;
(40)

y0 = y0(x), x ∈ ω̄h, (41)

где
D(ξ) = p

(
ξ2
)
ξ.

В разделе 4.4 сформулированы условия, при которых решение раз-
ностной схемы (39)–(41) допускает разрушение решения. Полученные усло-
вия согласованы с условиями разрушения решения задачи Неймана (35)–(37)
из Теоремы 8.

Теорема 9. Предположим, что следующие условия выполнены
1. Функция

ϕ(v) = mesΩ · f
(
g−1

(
1

mesΩ
v

))
,

непрерывно-дифференцируемая, монотонно возрастающая и выпуклая при
v ≥ v0

h , где

v0
h = s

∑
ωh

g(y0) + s
1

2

∑
γh

g(y0), s =
m∏
α=1

hα.

2. Существует T1 <∞ , которое удовлетворяет уравнению

∞∫
v0h

dw

ϕ(w)
=

T1∫
0

k(t)dt.

Тогда разностная схема (39)-(41) допускает разрушение решения, то есть
существует такая последовательность {tn}∞n=1 при которой верно соот-
ношение

lim
n→∞

max
ω̄h

yn =∞,

и, кроме того, lim
n→∞

tn = Thb ≤ T1 .

В разделе 4.5 найдены достаточные условия существования решения
неявной разностной схемы, аппроксимирующей задачу (39)–(41).

Раздел 4.6 посвящён вычислительному эксперименту в котором ис-
пользовалась разностная схема (39)–(41). Численные результаты тестовых
расчётов соответствуют полученным теоретическим результатам.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основные научные результаты диссертации

Настоящая диссертационная работа посвящена нахождению условий на
входные данные, при которых решения задач для уравнений в частных про-
изводных параболического типа и разностных схем, аппроксимирующих их,
разрушаются на конечном интервале времени.

В ходе выполнения диссертационной работы получены следующие ре-
зультаты:

1. доказаны дискретные аналоги теорем сравнения для задачи Коши для
нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения [1, 3, 5], [8–
10];

2. получены новые условия на входные данные, при которых решения за-
дач Неймана и Дирихле для квазилинейного уравнения параболического
типа разрушаются на конечном интервале времени [1–7], [8–14];

3. найдены согласованные с дифференциальным случаем условия на вход-
ные данные, при которых решения полученных разностных схем, ап-
проксимирующих задачи Неймана для квазилинейных уравнений па-
раболического типа, разрушаются на конечном временном интервале
[1, 3, 5–7], [8–10,13];

4. построена разностная схема, аппроксимирующая задачу Дирихле для
квазилинейного уравнения параболического типа и удовлетворяющая се-
точному закону сохранения [2,4], [11–13].

Рекомендации по практическому использованию результатов
Полученные результаты могут быть использованы для определения на-

личия эффекта разрушения решения и оценки времени возникновения такого
эффекта при моделировании физических процессов, которые описываются
начально-краевыми задачами для уравнений параболического типа. Разви-
тый математический аппарат исследования эффекта разрушения решения
может быть использован при построении разностных схем, воспроизводящих
эффект разрушения решения начально-краевых дифференциальных задач.
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РЭЗЮМЭ

Шчадзiнскi Дзянiс Аляксандравiч

Разбурэнне рашэнняў рознасных схем, якiя апраксiмуюць
пачаткова-краявыя задачы для раўнанняў парабалiчнага тыпу

Ключавыя словы: разбурэнне рашэння, дыскрэтныя аналагi тэарэм
параўнання, пачаткова-краявыя задачы для парабалiчнага раўнання, рознас-
ныя схемы падвышанай кансерватыўнасцi, законы захавання, час разбурэння
рашэння

Мэтай дысертацыйнай працы з’яўляецца знаходжанне ўмоў на ўва-
ходныя дадзеныя пры якiх рашэннi задач для раўнанняў у прыватных вы-
творных парабалiчнага тыпу i рознасных схем, якiя апраксiмуюць iх, разбу-
раюцца на канчатковым iнтэрвале часу.

Метады даследавання: метады тэорыi рознасных схем.
У дысертацыi атрыманы наступныя навуковыя вынiкi.

– даказаны дыскрэтныя аналагi тэарэм параўнання для задачы Кашы для
нелiнейнага звычайнага дыферэнцыяльнага раўнання;

– знойдзены новыя ўмовы на ўваходныя дадзеныя, пры якiх рашэннi задач
Нэймана i Дырыхле для квазiлiнейнага раўнання парабалiчнага тыпу
разбураюцца на канчатковым iнтэрвале часу;

– атрыманы ўзгодненыя з дыферэнцыяльным выпадкам умовы на ўвах-
одныя дадзеныя, пры якiх рашэнне атрыманых рознасных схем, апрак-
сiмуючых задачы Нэймана для квазiлiнейных раўнанняў парабалiчнага
тыпу, разбураюцца на канчатковым iнтэрвале часу;

– пабудавана рознасная схема, якая апраксiмуе задачу Дырыхле для ква-
зiлiнейнага раўнання парабалiчнага тыпу i якая задавальняе сеткаваму
закону захавання.

Рэкамендацыi па практычным выкарыстаннi. Атрыманыя вы-
нiкi могуць быць скарыстаны для вызначэння наяўнасцi эфекту разбурэння
рашэння i адзнакi часу ўзнiкнення такога эфекту пры мадэляваннi фiзiч-
ных працэсаў, якiя апiсваюцца пачаткова-краявымi задачамi для раўнанняў
парабалiчнага тыпу. Развiты матэматычны апарат даследавання эфекту раз-
бурэння рашэння можа быць выкарыстаны пры пабудове рознасных схем,
якiя прайграваюць эфект разбурэння рашэння пачаткова-краявых дыферэн-
цыяльных задач.

Галiна прымянення: Тэорыя рознасных схем
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РЕЗЮМЕ

Щадинский Денис Александрович

Разрушение решений разностных схем, аппроксимирующих
начально-краевые задачи для уравнений параболического типа

Ключевые слова: разрушение решения, дискретные аналоги теорем
сравнения, начально-краевые задачи для параболического уравнения, раз-
ностные схемы повышенной консервативности, законы сохранения, время
разрушения решения

Целью диссертационной работы является нахождение условий на
входные данные, при которых решения задач для уравнений в частных про-
изводных параболического типа и разностных схем, аппроксимирующих их,
разрушаются на конечном интервале времени.

Методы исследования: методы теории разностных схем.
В диссертации получены следующие научные результаты.

– доказаны дискретные аналоги теорем сравнения для задачи Коши для
нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения;

– получены новые условия на входные данные, при которых решения за-
дач Неймана и Дирихле для квазилинейного уравнения параболического
типа разрушаются на конечном интервале времени;

– найдены согласованные с дифференциальным случаем условия на вход-
ные данные, при которых решения полученных разностных схем, ап-
проксимирующих задачи Неймана для квазилинейных уравнений пара-
болического типа, разрушаются на конечном временном интервале;

– построена разностная схема, аппроксимирующая задачу Дирихле для
квазилинейного уравнения параболического типа и удовлетворяющая се-
точному закону сохранения.

Рекомендации по практическому использованию. Полученные
результаты могут быть использованы для определения наличия эффекта раз-
рушения решения и оценки времени возникновения такого эффекта при моде-
лировании физических процессов, которые описываются начально-краевыми
задачами для уравнений параболического типа. Развитый математический
аппарат исследования эффекта разрушения решения может быть использо-
ван при построении разностных схем, воспроизводящих эффект разрушения
решений начально-краевых дифференциальных задач.

Область применения: Теория разностных схем
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SUMMARY

Denis Schadinskii

Blow-up solutions in difference schemes that approximate
initial-boundary value problems for parabolic equations

Keywords: blow-up, discrete analogues of comparison theorems, initial-
boundary value problems for a parabolic equation, difference schemes of increased
conservatism, conservation laws, blow-up time

The purpose of the work is to obtain conditions on the input data under
which solutions of problems for partial differential equations of parabolic type and
difference schemes that approximate them blow up in finite time.

The methods of investigation: methods of the difference scheme theory.
The following scientific results were obtained in the dissertation:

– discrete analogues of comparison theorems for Cauchy problem for nonlinear
ordinary differential equation have been proved;

– new conditions on the input data on which the solutions of Neumann and
Dirichlet problems for quasilinear equation of parabolic type blow up in finite
time have been obtained;

– conditions on the input data which is consistent with differential case on
which the solution of constructed difference schemes approximating the
Neumann problem for quasilinear equations of parabolic type blows up in
finite time have been obtained;

– the difference scheme that approximates the Dirichlet problem for quasilinear
equation of parabolic type and satisfies grid conservation law has been
constructed.

Recommendations on the practical application of the results. The
obtained results can be used to determine the existence of blow-up solution
and estimate blow-up time while modeling physical processes that are described
by initial boundary value problems for parabolic type equations. Developed
mathematical theory of studying blow-up effect can be used in a constructing
of the difference schemes that reproduce the blow-up effect of initial-boundary
value differential problems.

Application field: Theory of difference scheme
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