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ВВЕДЕНИЕ

Для обыкновенных линейных автономных систем управления и их
дискретного аналога Р. Калманом выделены четыре типа основных за-
дач: задача управляемости, задача достижимости, задача идентифициру-
емости, задача наблюдаемости. Условия управляемости и наблюдаемости
таких систем по своей форме являются алгебраическими. Поэтому Р. Кал-
ман, П. Фалб и М. Арбиб предложили1 алгебраическую теорию линейных
систем, которая позволила с единой позиции дать интерпретацию извест-
ных ранее фактов на языке теории модулей над кольцом полиномов.

В случае систем с последействием ситуация принципиально иная, по-
скольку возможно изучать задач управления как в конечномерном, так и
в различных бесконечномерных пространствах. Это обстоятельство суще-
ственно осложняет исследование проблем, ставших на сегодняшний день
классическими для обыкновенных систем управления.

Например, исследование возможности управления системой в ко-
нечномерном пространстве приводит к задаче относительной управляе-
мости2. Однако естественным обобщением свойства управляемости обык-
новенных систем на системы с запаздыванием является свойство полной
0-управляемости3 (полной управляемости или полного успокоения, в дру-
гой терминологии), которое было введено Н.Н. Красовским4 как возмож-
ность выбором управления привести траекторию системы в ноль так, чтобы
при последующем «выключении» управления траектория осталась в нуле.

Изучением различных аспектов проблемы управляемости бесконеч-
номерных систем занимались А.И. Астровский, В.Т. Борухов, Р. Габа-
сов, Ф.М. Кириллова, Н.Н. Красовский, А.Б. Куржанский, В.М. Мар-
ченко, А.В. Метельский, С.А. Минюк, Р. Рабах, Г.М. Скляр, H.T. Banks,
G. Basile, M.Q. Jacobs, C. E. Langenhop, A. Manitius, G. Marrow,
D.A. O’Connor, A.W. Olbrot, B. Shklyar, T. J. Tarn, R. Triggiani, L. Weiss
и другие ученые. Однако для многих классов систем классические задачи
управления объектами с запаздыванием до сих пор остаются нерешенными.
В частности, актуален вопрос успокоения решения системы в случае отсут-
ствия у нее свойства полной 0-управляемости, причем хорошо зарекомен-

1Калман, Р. Очерки по математической теории систем / Р. Калман, П. Фалб, М. Арбиб. — М.
: Мир, 1971. — 400 с.

2Габасов, Р. Качественная теория оптимальных процессов / Р. Габасов, Ф.М. Кириллова. —
М. : Наука, 1971. — 507 с.

3Термин «0-управляемость» читается как «нуль-управляемость»
4Красовский, Н.Н. Оптимальные процессы в системах с запаздыванием / Н.Н. Красовский //

Оптимальные системы. Статистические методы: труды II междунар. конгресса ИФАК. — М. : Наука,
1965. — Т. 2. — С. 201–210.
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довавшие себя методы исследования задачи полной 0-управляемости5,6,7 в
данном случае не эффективны.

Интенсивное развитие теории автоматического управления приводит
к необходимости решения задач проектирования регуляторов и наблюда-
телей для различных типов объектов. Для систем с запаздыванием ис-
следования в этом направлении проводили И.К. Асмыкович, Ю.Ф. Дол-
гий, С.В. Емельянов, В.А. Зайцев, А.В. Ильин, В.В. Карпук, С.К. Коро-
вин, Н.Н. Красовский, В.М. Марченко, А.В. Метельский, С.И. Миняев,
Ю.С. Осипов, А.Б. Филимонов, В.В. Фомичев, А.С. Фурсов, В.Л. Хари-
тонов, K. P. Bhat, E. Fridman, J.-F. Lafay, H.N. Koivo, E. B. Lee, A. S. Morse,
D.A. O’Connor, A.W. Olbrot, L. Pandolfi, D. Salamon, O. Sename, K.K. Tan,
T. J. Tarn, Q.G. Wang, K. Watanabe, S.H. Zak и другие ученые. Однако
процесс становления соответствующей теории, в отличие от случая обык-
новенных систем, еще далек до своего завершения. Существенные пробле-
мы возникают и при переносе разработанных для систем запаздывающего
типа методов на более сложные объекты, например системы нейтрально-
го типа. Кроме того, не выяснены возможности управления при помощи
обратной связи и проектирования наблюдателей для систем, не удовлетво-
ряющих классическим свойствам управляемости и наблюдаемости.

Диссертация ориентированна на линейные автономные системы ней-
трального типа и вполне регулярные дифференциально-алгебраические
системы с последействием, однако ее результаты допускают применение
и к другим объектам8,9. В работе предложен принципиально новый под-
ход к решению проблемы построения регуляторов для систем с последей-
ствием, позволяющий решать не только традиционные задачи управления
системами с помощью обратной связи, но и управлять объектами, кото-
рые не имеют классических структурных свойств, определяющих возмож-
ность их управления в том или ином смысле (не являются полностью 0-
управляемыми, модально управляемыми и т.п.). Достигается это за счет
введения и изучения новых структурных свойств, определяемых как 0-

5Марченко, В.М. О полной управляемости систем с запаздыванием / В.М. Марченко //
Problems of Control and Information Theory. — 1979. — Vol. 8, №5–6. — P. 421–435.

6Метельский, А.В. Выделение идентифицируемой и управляемой компонент состояния дина-
мической системы с запаздыванием / А.В. Метельский // Дифференц. уравнения. — 1992. — Т. 28,
№6. — С. 972–984.

7Shklyar, B. Exact null controllability of abstract differential equations by finite dimensional control
and strongly minimal families of exponentials / B. Shklyar // Differential Equations and Applications. —
2011. — Vol. 3, №2. — P. 171–188

8Марченко, В.М. Гибридные интегро-дифференциально-разностные динамические системы в
симметрической форме с потерей памяти / В.М. Марченко // Труды Института математики. — 2021.
— Том 29, № 1–2. — С. 113–125.

9Хартовский, В. Е. Управление линейными автономными алгебро-дифференциальными систе-
мами посредством динамических регуляторов / В.Е. Хартовский, О.И. Урбан // Весцi НАН Беларусi.
Сер. фiз.-мат. навук. — 2014. — №1. — С. 36–42.
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управляемость, слабая модальная управляемость и слабая спектральная
приводимость.

Формирование управлений в виде обратных связей предполагает зна-
ние решения замкнутой системы. Поэтому проблема построения регулято-
ров порождает задачу получения оценки решения. В диссертации разрабо-
танные процедуры формирования регуляторов адаптируются на решение
задач проектирования как классических, так и новых типов наблюдателей.
При этом наблюдаемые объекты в ряде случаев могут не иметь свойства
финальной наблюдаемости.

В работе сделан упор на создание алгебраических схем решения за-
дач, позволяющих при их реализации использовать стандартные функции
современных систем компьютерной математики.

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Связь работы с научными программами (проектами), темами

Тема диссертационной работы соответствует направлению «Матема-
тика и моделирование сложных функциональных систем (технологиче-
ских, биологических, социальных)», включенному в перечень Приоритет-
ных направлений научной, научно-технической и инновационной деятель-
ности на 2021–2025 годы, утвержденный Указом Президента Республики
Беларусь от 07.05.2020 № 156. Диссертация выполнялась в Белорусском
государственном университете на основе научно-исследовательских работ
«Конструктивные методы управления не полностью управляемыми ди-
намическими системами» (№ГР 20092189, сроки выполнения 01.04.2009–
31.03.2011), «Методы управления дифференциальными системами с за-
паздыванием неполного ранга» (№ГР 20120646, 01.04.2011–31.03.2013),
«Разработка динамических регуляторов по принципу обратной связи для
линейных дифференциальных систем неполного ранга» (№ГР 20120646,
01.04.2012–31.03.2014), «Конструктивное исследование качественных ха-
рактеристик управляемых систем с особенностями» ГПНИ «Конверген-
ция» (№ГР 20121141, 2011–2015), «Методы оптимального управления в
реальном времени сложными динамическими системами при неполной ин-
формации. Развитие конструктивных методов исследования и решения но-
вых классов задач теории управления для динамических систем с особен-
ностями» ГПНИ «Конвергенция — 2020» (№ГР 20162319, 2016–2020), «Ме-
тоды оптимального управления в реальном времени сложными динамиче-
скими системами при неполной информации. Разработка алгебраического
подхода к синтезу регуляторов для линейных автономных систем с по-
следействием» ГПНИ «Конвергенция — 2020» (№ГР 20161988, 2016–2020),
«Алгебраические методы проектирования наблюдателей и регуляторов для
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различных классов линейных систем с запаздыванием» по заданию «Раз-
работка методов решения задач управления, наблюдения и оптимизации
для динамических систем, обладающих прикладными особенностями» ГП-
НИ «Конвергенция — 2025» (№ГР 20211715, 2021–2025), «Развитие новых
качественных и конструктивных методов управления динамическими си-
стемами сложной структуры» по заданию «Разработка методов решения
задач управления, наблюдения и оптимизации для динамических систем,
обладающих прикладными особенностями» ГПНИ «Конвергенция — 2025»
(№ГР 20211899, 2021–2025).

Цель и задачи исследования
Цель исследования — разработать алгебраический подход к про-

ектированию регуляторов для линейных автономных систем с последей-
ствием, применимый в случае отсутствия свойств полной 0-управляемости,
модальной управляемости, спектральной приводимости и финальной на-
блюдаемости.

Цель диссертации реализуется за счет решения задач: получения
критериев разрешимости задачи 0-управляемости и способов построения
соответствующих программных управлений; построения решения задачи 0-
управляемости в виде регулятора с обратной связью; получения критериев
существования и построение регуляторов, приводящих систему к конечно-
му спектру; получение условий существования и построения интегральных
и дифференциально-разностных регуляторов, обеспечивающих замкнутой
системе наперед заданный спектр; получение условий существования и по-
строения асимптотических и финитных наблюдателей.

Объект исследования — линейная автономная система с последей-
ствием. Предмет исследования — структурные свойства.

Научная новизна
В диссертации предложено концептуальное развитие теории управле-

ния линейными объектами с последействием, в основе которого лежит идея
использования гибридных типов регуляторов, представляющих собой три
последовательно соединенных контура. Первый контур компенсирует от-
клонение решения заданной системы от решения новой системы, отличаю-
щейся от исходной наличием дополнительных органов управления; второй
контур управления редуцирует новую систему к системе запаздывающего
типа; третий контур реализует для полученной системы цель управления.
На базе этой идеи для различных классов систем получены следующие
новые результаты:

1. Для линейных автономных дифференциально-разностных си-
стем нейтрального типа и линейных автономных вполне регулярных

4



дифференциально-алгебраических систем с соизмеримыми запаздывания-
ми доказаны критерии разрешимости задачи 0-управляемости и предложе-
ны подходы к построению программных управлений, реализующих успо-
коение решения.

2. Для линейных автономных дифференциально-разностных си-
стем нейтрального типа и линейных автономных вполне регулярных
дифференциально-алгебраических систем соизмеримыми запаздывания-
ми получены критерии существования и способы построения регулято-
ров успокоения решения (регуляторы, обеспечивающие решение задачи 0-
управляемости).

3. Для линейных автономных дифференциально-разностных си-
стем нейтрального типа и линейных автономных вполне регулярных
дифференциально-алгебраических систем соизмеримыми запаздываниями
доказаны критерии разрешимости задач спектральной приводимости и сла-
бой спектральной приводимости, а также предложены схемы формирова-
ния регуляторов, обеспечивающих конечный спектр.

4. Для линейных автономных дифференциально-разностных си-
стем нейтрального типа и линейных автономных вполне регулярных
дифференциально-алгебраических систем соизмеримыми запаздываниями
найдены условия разрешимости задач модальной управляемости и слабой
модальной управляемости в классах интегральных и дифференциально-
разностных регуляторов, а также сформированы процедуры построения
модальных регуляторов указанных типов.

5. Для линейных автономных дифференциально-разностных систем
нейтрального типа получены условия существования и предложены схемы
формирования различных типов асимптотических наблюдателей, а также
построена процедура получения асимптотической оценки асимптотически
наблюдаемых систем.

6. Для линейных автономных дифференциально-разностных систем
нейтрального типа доказаны критерии существования и предложены про-
цедуры построения финитных наблюдателей в виде выхода систем запаз-
дывающего типа с конечным наперед заданным спектром, и в виде выхода
систем запаздывающего типа с сосредоточенными соизмеримыми запазды-
ваниями и некоторым конечным (не заданным наперед) спектром.

Кроме этого получено решение задач, которые в контексте диссерта-
ции носят вспомогательный характер, однако представляют собой самосто-
ятельный интерес: 1) задача полной 0-управляемости в классах программ-
ных управлений и управлений типа обратной связи и задача финальной
наблюдаемости для линейных автономных дифференциально-разностных
систем нейтрального типа и линейных автономных вполне регулярных
дифференциально-алгебраических систем соизмеримыми запаздываниями;
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2) задача построения всех решений одной линейной дескрипторной систе-
мы с дискретным временем.

Положения, выносимые на защиту
1. Критерии разрешимости задачи 0-управляемости и способы

построения программных управлений, реализующих успокоение ре-
шения, в случае линейных автономных дифференциально-разностных
систем нейтрального типа и линейных автономных вполне регу-
лярных дифференциально-алгебраических систем с соизмеримыми
запаздываниями.

2. Критерии существования и способы построения регулято-
ров успокоения решения для линейных автономных дифференциально-
разностных систем нейтрального типа и линейных автономных вполне
регулярных дифференциально-алгебраических систем с соизмеримыми
запаздываниями.

3. Критерии разрешимости задач спектральной приводимости и сла-
бой спектральной приводимости, а также способы построения регуля-
торов, приводящих линейные автономные дифференциально-разностные
системы нейтрального типа и линейные автономные вполне регулярные
дифференциально-алгебраические системы с соизмеримыми запаздывани-
ями к конечному спектру.

4. Условия разрешимости задач модальной управляемости и слабой
модальной управляемости в классах интегральных и дифференциально-
разностных регуляторов, а также способы построения регуляторов указан-
ных классов, обеспечивающих заданный спектр, для линейных автоном-
ных дифференциально-разностных систем нейтрального типа и линейных
автономных вполне регулярных дифференциально-алгебраических систем
с соизмеримыми запаздываниями.

5. Условия существования и способы построения различных типов
асимптотических наблюдателей, а также процедура получения асимптоти-
ческой оценки для линейных автономных дифференциально-разностных
систем нейтрального типа.

6. Критерии существования и способы построения для линейных ав-
тономных дифференциально-разностных систем нейтрального типа двух
типов финитных наблюдателей, которые описываются системами запаз-
дывающего типа с выходом, причем система, определяющая наблюдатель,
имеет: 1) конечный наперед заданный спектр; 2) только сосредоточенные
запаздывания и некоторый конечный спектр.
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Личный вклад соискателя ученой степени в результаты
диссертации с отграничением их от соавторов совместных

исследований и публикаций
Основные результаты диссертации и все положения, выносимые на

защиту, получены соискателем самостоятельно. В совместных публикаци-
ях [7–13; 15; 21; 25] результаты исследования распределяются следующим
образом.

Основные результаты работы [8] принадлежат диссертанту, соавтор
А.Т. Павловская выполнила работу, связанную с преобразованиями вы-
ражений, используемых для доказательства справедливости необходимых
формул.

В совместных работах [7; 9] диссертантом разработаны метод иссле-
дования и новые типы регуляторов, позволяющие управлять спектром си-
стемы, соавтором А.Т. Павловской проведена апробация полученных ре-
зультатов на примерах с числовыми параметрами.

В совместной работе [13] идея исследования систем запаздывающего
типа со скалярным входом принадлежит д.ф.-м. н., проф. А.В. Метель-
скому, результаты исследования систем нейтрального типа и новые типы
регуляторов – диссертанту.

В совместных работах [10–12] результаты исследования принадлежат
авторам в равной мере. При этом постановка задач и научная идея иссле-
дования, основанная на специальной структуре регуляторов, предложены
В.Е. Хартовским. Консультантом при выборе коэффициентов регулято-
ра вырождения в ходе построения иллюстративных примеров выступил
д.ф.-м. н., проф. А.В. Метельский. Техническая работа, связанная с замы-
канием системы нейтрального типа регулятором специальной структуры,
выполнена О.И. Урбан.

В совместной статье [15] диссертантом разработаны типы регулято-
ров и условия их существования для центральных объектов исследования,
соавтору д.ф.-м. н., проф. А.В. Метельскому принадлежит идея исследова-
ния систем запаздывающего типа со скалярным входом, имеющих свойство
полной 0-управляемости.

В совместных работах [21; 25] идея построения наблюдателей для
систем запаздывающего типа принадлежит д.ф.-м. н., проф. А.В. Метель-
скому, а для систем нейтрального типа — диссертанту.

В совместных публикациях, которые отражают участие в конферен-
циях и семинарах, доклады готовились авторами в равной мере.

Апробация диссертации и информация об использовании ее
результатов

Результаты диссертации были представлены и докладывались на сле-
дующих международных конференциях: «Еругинские чтения – XI» (Го-
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мель, 24–26 мая 2006 г.), X Белорусской математической конференции
(Минск, 3–7 ноября 2008 г.), «Актуальные проблемы анализа» (Гродно, 7–
10 апреля 2009 г. ), «Математическое моделирование и дифференциальные
уравнения» (Минск, 24–28 августа 2009 г., Брест, 17–22 сентября 2012 г.,
Гродно, 17–20 декабря 2019 г.), «Пятые Богдановские чтения по обыкно-
венным дифференциальным уравнениям» (Минск, 7–10 декабря 2010 г.),
«Еругинские чтения – 2011» (Новополоцк, 12–14 мая 2011 г.), «Аналити-
ческие методы анализа и дифференциальных уравнений» ( Минск, 12–17
сентября 2011 г., 10–14 сентября 2012 г., 14–19 сентября 2015 г.), XI Бело-
русской математической конференции (Минск, 5–9 ноября 2012 г.), «Еру-
гинские чтения — 2013» (Гродно, 13–16 мая 2013 г.), «Динамические систе-
мы: устойчивость, управление, оптимизация = Dynamical Systems: Stability,
Control, Optimization» (Минск, 1–5 октября 2013 г., 24–29 сентября 2018 г.,
5–10 октября 2021 г.), «Еругинские чтения — 2014» (Новополоцк, 20–22 мая
2014 г.), «Понтрягинские чтения — XXV» (Воронеж, 2014 г.), «Шестые
Богдановские чтения по обыкновенным дифференциальным уравнения»
(Минск, 7–10 декабря 2015 г.), XII Белорусской математической конферен-
ции (Минск, 5–10 сентября 2016 г.), «Еругинские чтения — 2017» (Минск,
16–20 мая 2017 г.), «Современные проблемы анализа динамических систем.
Приложения в технике и технологиях» (Воронеж, 18–20 сентября 2017 г.),
«Еругинские чтения — 2018» (Гродно, 15–18 мая 2018 г.), «Еругинские чте-
ния — 2019» (Могилев, 14–17 мая 2019 г.), «Современные проблемы анализа
динамических систем. Теория и практика» (Воронеж, 21–23 мая 2019 г.),
Современные проблемы в науке и технике. Теория и практика (Воронеж,
21–23 декабря 2020 г.), «Седьмые Богдановские чтения по обыкновенным
дифференциальным уравнениям» ( Минск, 1–4 июня 2021 г.), XIII Бело-
русской математической конференции (Минск, 22–25 ноября 2021 г.); на
Всероссийской конференции с международным участием, посвященной па-
мяти Н.В. Азбелева и Е.Л. Тонкова (Ижевск, 9–11 июня 2015 г., 15–19
июня 2020 г.), на семинарах по проблемам нелинейной динамики и управле-
ния при Московском государственном университете им. М.В. Ломоносова
(Москва, 24.10.2016, 09.04.2018, 08.10.2018); .

Результаты диссертации внедрены в учебные процессы учреждений
образования «Полоцкий государственный университет» и «Гродненский го-
сударственный университет имени Янки Купалы».

Опубликование результатов диссертации
Основные результаты диссертационного исследования опубликованы

в 86 научных работах, из которых 1 монография (22,7 авт. л.); 25 статей в
научных журналах в соответствии с пунктом 19 Положения о присуждении
ученых степеней и присвоении ученых званий в Республике Беларусь и
зарубежных научных журналах (общим объемом 31,67 авт. л.); 7 статей
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в других научных изданиях; 28 статей в сборниках материалов научных
конференций; 25 тезисов докладов.

Структура и объем диссертации
Диссертация состоит из 2 томов. Первый том включает в себя пе-

речень условных обозначений, введение, общую характеристику работы, 5
глав, заключение, библиографический список. Полный объем первого то-
ма составляет 229 страницы. Библиографический список насчитывает 372
наименований на 34 страницах, из них 86 публикаций соискателя. Второй
том состоит из приложений. Полный объем второго тома составляет 218
страницы.

ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ

В первой главе приводятся обзор литературы по теме диссертации,
обоснование выбранного направления исследований и концепция работы.

Во второй главе решается задача 0-управляемости для линейных
автономных систем нейтрального типа с соизмеримыми запаздываниями

ẋ(t)−
m∑
i=1

Diẋ(t− ih) =
m∑
i=0

Aix(t− ih) +
m∑
i=0

Biu(t− ih), t > 0, (1)

и начальным условием x(t) = η(t), u(t) ≡ 0, t ∈ H. Здесь Di, Ai ∈ Rn×n,
Bi ∈ Rn×r; u(t) — кусочно-непрерывное управление, H = [−mh, 0], 0 < h

– постоянное запаздывание, η ∈ C̃, C̃ — множество непрерывных на H
функций, имеющих кусочно-непрерывную производную.

Определение 1. Начальную функцию η ∈ C̃ системы (1) назовем
0-управляемой, если существуют момент времени t1 > 0 и управление
u(t), t > 0, такие, что для соответствующего решения имеет место
тождество

x(t) ≡ 0, t ≥ t1, (2)

Если 0-управляемы все начальные функции η ∈ C̃, то систему (1) назо-
вем 0-управляемой.

Замечание 1. 1) Если в определении 1 для u(t), реализующего (2),
выполняется u(t) ≡ 0, t > t1, то начальную функцию η (систему (1))
называют полностью 0-управляемой. 2) Если система (1) полностью 0-
управляема, то она и 0-управляема, обратное утверждение неверно.

Целый круг задач, исследуемых в диссертации, замкнулся на свой-
ствах решения начальной задачи для дескрипторного разностного уравне-
ния с дискретным временем:

B0g(k + 1) +
m∑
i=1

Big(k + 1− i) = 0, k = m,m+ 1, . . . , (3)

g(i) = g̃i, i = 1,m, g̃i ∈ Rr. (4)
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Поскольку Bi — произвольные прямоугольные матрицы, то решение g(i),
i = 1, 2, . . . , задачи (3), (4) может не существовать или быть не единствен-
ным, не очевиден и вопрос его построения. Поэтому уравнение (3) изучено
в диссертации отдельным вопросом.

Решение задачи (3), (4) существует тогда и только тогда, когда g̃m−i =
= Tic, i = 1,m, где Ti ∈ Rr×r0 (r0 ∈ N) — матрицы, построенные специаль-
ным образом, c ∈ Rr0 — произвольный вектор. Пусть S ∈ Rr0×r0 — любое
фиксированное решение системы B0T1S +

∑m
i=1BiTi = 0, TkS = Tk−1, k =

= 2,m. Ниже неоднократно используются обозначения: T = Tm, G0 = B0T ,
Gi = Gi−1S +BiT , i = 1,m− 1, G(λ) =

∑m−1
i=0 λiGi.

Замечание 2. Матрицу S можно выбирать в зависимости от ее спек-
тра, что важно при дальнейшем построении регуляторов и наблюдателей.

В разделе 2.1 доказан критерий 0-управляемости для системы (1) за-
паздывающего типа (Di = 0, i = 1,m) . Общий случай изучен в разделе 2.2.

Обозначим: D(λ) =
∑m

i=1 λ
iDi, A(λ) =

∑m
i=0 λ

iAi, B(λ) =
∑m

i=0 λ
iBi,

W (p, λ) = p
(
In −D(λ)

)
− A(λ), In ∈ Rn×n — единичная матрица.

Теорема 1. Для того чтобы система (1) была 0-управляемой, необ-
ходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:

1) rank
[
W (p, e−ph), B(e−ph), G(e−ph)

]
= n ∀p ∈ C; (5)

2) rank
[
In −D(λ), B(λ), G(λ)] = n ∀λ ∈ C. (6)

В разделе 2.3 исследуется система нейтрального типа с не дифферен-
цируемым в общем случае решением

d

dt

(
x(t)−

m∑
i=1

Dix(t− ih)

)
=

m∑
i=0

(
Aix(t− ih) +Biu(t− ih)

)
, t > 0, (7)

x(t) = η(t), u(t) ≡ 0, t ∈ H, где η ∈ C, C — пространство непрерывных
функций (если η ∈ C̃, то систему (7) можно переписать в виде (1)).

Теорема 2. Для того чтобы система (7) была 0-управляема, необ-
ходимо и достаточно, чтобы выполнялись тождество

∣∣In −D(λ)
∣∣ ≡ 1 и

условие rank
[
W (p, e−ph), B(e−ph), G(e−ph)

]
= n∀p ∈ C.

В ходе доказательства теорем 1, 2 для систем (1) и (7) были решены
задачи полной 0-управляемости и финальной наблюдаемости. Эти задачи
представляют собой самостоятельный интерес, однако в рамках диссерта-
ционного исследования являются вспомогательными. Приведем критерии
полной 0-управляемости системы (1).

Теорема 3. Для того чтобы система (1) была полностью
0-управляемой, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:

1) rank
[
W (p, e−ph), B(e−ph)

]
= n ∀p ∈ C; (8)

2) rank
[
In −D(λ), B(λ)

]
= n ∀λ ∈ C. (9)
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Третья глава посвящена проблеме проектирования регуляторов.
Перепишем уравнение (1) в виде (λh — оператор сдвига, λhf(t) = f(t− h))

(In −D(λh))ẋ(t) = A(λh)x(t) +B(λh)u(t), t > 0. (10)

В разделе 3.1 решаются некоторые вспомогательные задачи.
Характеристический квазиполином системы (10) имеет вид∣∣W (p, e−ph)

∣∣ = pnwn(e
−ph) +

∑n−1
i=0 p

iwi(e
−ph), где wi(·), i = 1, n, — неко-

торые полиномы, причем wn(0) = 1. Если wn(λ) ≡ 1, то говорят, что
квазиполином

∣∣W (p, e−ph)
∣∣ имеет запаздывающий тип. Подраздел 3.1.1

посвящен вопросу синтеза регулятора

u(t) = N11(λh)ẋ(t) +N12(λh)ẋ1(t) + v1(t),
ẋ1(t) = N21(λh)ẋ(t) +N22(λh)ẋ1(t) + v2(t),

(11)

такого, что система (10), (11) (v = 0) является системой нейтрального типа
и имеет характеристический квазиполином запаздывающего типа. Здесь
x1 ∈ Rr2 — вспомогательная переменная; N11(λ) ∈ Rr×n[λ]10, N12(λ) ∈
∈ Rr×r2[λ], N21(λ) ∈ Rr2×n[λ], N22(λ) ∈ Rr2×r2[λ], r2 ∈ N ∪ {0} (если r2 =
0, то в (11) нету переменной x1 и второго уравнения), v = col[v1, v2] —
новое управление. Показано, что условие (9) необходимо и достаточно для
существования регулятора (11), предложены методы его построения.

Ниже будет показано, что условие (9) необходимо для существова-
ния ряда важных структурных свойств системы (10). При его выполне-
нии можно построить управление (11), ввести переменную x

Π
, положив

col[x, x1] = ΠD(λh)xΠ
, и перейти к анализу системы запаздывающего типа

ẋ
Π
(t) = AΠ(λh)xΠ

(t) +B(λh)v(t), (12)

гдеAΠ(λ) = A(λ)ΠD(λ), ΠD(λ) – матрица, присоединенная к
(
In+r2

−D(λ)
)
,

причем
∣∣ΠD(λ)

∣∣ ≡ 1, D(λ) =

[
D(λ) +B(λ)N11(λ) B(λ)N12(λ)

N21(λ) N22(λ)

]
, A(λ) =

=

[
A(λ) 0n×r2

0r2×n 0r2×r2

]
, B(λ) =

[
B(λ) 0n×r2

0r2×r Ir2

]
11.

В подразделе 3.1.2, для компактного описания слагаемых с распре-
деленными запаздываниями специального вида, вводится множество Jr×n,
состоящее из операторов J : PC(1)(∆J,Rn) → Rr (n, r ∈ N), действующих
по правилу

J[ϕ] = J (0)(λh)ϕ(0) + J (1)(λh)ϕ̇(0) +
m̆∑
k=0

h∫
0

J
(k)
0 (s)ϕ(−kh− s)ds. (13)

10Rm×n[λ], Rm×n[p, λ] — множества полиномиальных матриц размера m×n одной и двух пере-
менных соотвественно.

11Запись 0m×k означает нулевую матрицу размера m × k (используется при необходимости
указания размеров нулевых блоков).
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Здесь PC(1)(∆,Rk) — множество дифференцируемых функций ϕ та-
ких, что ϕ̇ ∈ PC(∆,Rk), где PC(∆,Rk), ∆ ∈ R, — множество
кусочно-непрерывных функций; J (0)(λ), J (1)(λ) ∈ Rr×n[λ]; J

(k)
0 (s) =

=
∑m̃k

ρ=0 e
αkρs
(
J

(kρ)
1 (s) cos βkρs + J

(kρ)
2 (s) sin βkρs

)
(m̆, m̃k ∈ N ∪ {0},

αkρ, βkρ, ∈ R, J (kρ)
j (s) ∈ Rr×n[s], j = 1, 2); ∆J = [−hJ, 0] — отрезок, за-

висящий от J, hJ = hmax
{

degJ (0)(λ), degJ (1)(λ), m̆+ 1
}
.

Для заданного оператора J, любой x(t), t ≥ −hJ, и фиксированного
t ≥ 0 обозначим xt = xt(τ) = x(t+ τ), τ ∈ ∆J, и для xt ∈ PC(1)(∆J,Rn)

J[xt] = J (0)(λh)x(t) + J (1)(λh)ẋ(t) +
m̆∑
k=0

h∫
0

J
(k)
0 (s)x(t− kh− s)ds.

Оператору (13) поставим в соответствие матрицу

J(p, e−ph) = J (0)(e−ph) + pJ (1)(e−ph) +
m̆∑
k=0

h∫
0

J
(k)
0 (s)e−p(kh+s)ds. (14)

Применив в (14) формулы Эйлера для комплексных чисел, вычислим по-
лученные интегралы. Затем, положив λ = e−ph, перепишем (14) в виде

J(p, λ) = J (0)(λ) + pJ (1)(λ) + J (2)(p, λ). (15)

Элементами матрицы J (2)(p, λ) являются правильные относительно пере-
менной p дробно-рациональные функции вида b(p,λ)

c(p) , где b(p, λ) и c(p) —
полиномы с комплексными коэффициентами, причем c(p) 6≡ const.

Пусть отображение æ каждому оператору J ∈ Jr×n ставит в соответ-
ствие матрицу J(p, λ) вида (15), каковы бы ни были r, n ∈ N, J æ7→ J(p, λ).

Обозначим: Cr×n(p, λ) — множество матриц J(p, λ) вида (15) таких,
что матрица J(p, e−ph) представима в виде (14); Jr×n0 ⊂ Jr×n и Cr×n0 (p, λ) ⊂
⊂ Cr×n(p, λ) — множества операторов (13) и матриц (15) при J (1)(λ) = 0.

Далее будут необходимы следующие понятия.
Определение 2. Будем говорить, что матрица Ω(p, λ) ∈ Rk×k[p, λ]

имеет N -структуру (Neutral — нейтральную), если найдутся матрицы
Ω0(λ),Ω1(λ) ∈ Rk×k[λ],

∣∣Ω0(0)
∣∣ 6= 0, такие, что Ω(p, λ) = pΩ0(λ) + Ω1(λ).

Определение 3. Будем говорить, что матрица Ω(p, λ), элемен-
ты которой есть дробно-рациональные функции c комплексными коэф-
фициентами, имеет N1-структуру, если найдутся такие Ω0(λ), Ω1(λ) ∈
∈ Rk×k[λ],

∣∣Ω0(0)
∣∣ 6= 0, и Ω2(p, λ) ∈ Ck×k(p, λ), элементы которой есть

правильные по переменной p дробно-рациональные функции, что Ω(p, λ) =
= pΩ0(λ) + Ω1(λ) + Ω2(p, λ).
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В подразделе 3.1.3 вводится класс гибридных регуляторов

u(t) = Tψ(λh)ψ(t) + U1[xt], ψ(t) = λhSψ(λh)ψ(t) + U2[xt], t > 0,

где ψ ∈ Rr1 — новая переменная, U1 ∈ Jr×n, U2 ∈ Jr1×n, Sψ(λ) ∈ Rr1×r1[λ],
Tψ(λ) ∈ Rr×r1[λ], и изучаются его свойства. Дальнейшее исследование за-
дач управления осуществляется при помощи данного класса регуляторов.

В разделе 3.2 исследуется следующая
Задача 1. Требуется замкнуть систему (10) линейной обратной

связью u = u(x, ẋ) так, чтобы переменная x стала векторной компо-
нентой решения некоторой линейной автономной системы нейтрального
типа с соизмеримыми запаздываниями и конечным спектром.

Введем два класса регуляторов:
1) класс DD-регуляторов (differential-difference — дифференциально-

разностные)
u(t) = R

(0)
1 (λh)X(t) +R

(1)
1 (λh)Ẋ(t), (16)

ẋ1(t) = R
(0)
2 (λh)X(t) +R

(1)
2 (λh)Ẋ(t), (17)

2) класс HDD-регуляторов (hybrid differential-difference — гибридные
дифференциально-разностные)

u(t) = L
(0)
1 (λh)X(t) + L

(1)
1 (λh)Ẋ(t) + Tψ(λh)ψ(t), (18)

ẋ1(t) = L
(0)
2 (λh)X(t) + L

(1)
2 (λh)Ẋ(t), (19)

ψ(t) = λhSψ(λh)ψ(t) + L
(0)
3 (λh)X(t) + L

(1)
3 (λh)Ẋ(t). (20)

Здесь x1 ∈ Rn1, ψ ∈ Rr1 — вспомогательные переменные, X = col[x, x1];

R
(k)
1 (λ), L

(k)
1 (λ) ∈ Rr×(n+n1)[λ], R

(k)
2 (λ), L

(k)
2 (λ) ∈ Rn1×(n+n1)[λ], L

(k)
3 (λ) ∈

∈ Rr1×(n+n1)[λ], k = 0, 1, Tψ(λ) ∈ Rr×r1[λ], Sψ(λ) ∈ Rr1×r1[λ].

Пусть R(k)
i (λ) =

[
R

(k)
i1 (λ), R

(k)
i2 (λ)

]
, L

(k)
i (λ) =

[
L

(k)
i1 (λ), L

(k)
i2 (λ)

]
(пер-

вый и второй блоки состоят из n и n1 столбцов), W 1(p, e
−ph), W 2(p, e

−ph)
— характеристические матрицы замкнутых систем (10), (16), (17) и (10),
(18)–(20) соответственно,

W 1(p, λ) =

[
W (p, λ)−B(λ)

(
pR

(1)
11 (λ) +R

(0)
11 (λ)

)
−B(λ)

(
pR

(1)
12 (λ) +R

(0)
12 (λ)

)
−pR(1)

21 (λ)−R(0)
21 (λ) p

(
In1 −R

(1)
22 (λ)

)
−R(0)

22 (λ)

]
,

W 2(p, λ) =

=

 W (p, λ)−B(λ)
(
pL

(1)
11 (λ) + L

(0)
11 (λ)

)
−pL(1)

21 (λ)− L(0)
21 (λ)

−pL(1)
31 (λ)− L(0)

31 (λ)

−B(λ)
(
pL

(1)
12 (λ) + L

(0)
12 (λ)

)
−B(λ)Tψ(λ)

p
(
In1 − L

(1)
22 (λ)

)
− L(0)

22 (λ) 0n1×r1
−pL(1)

32 (λ)− L(0)
32 (λ) Ir1 − λSψ(λ)

 .
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Определение 4. Систему (10) назовем спектрально приводимой в
классе DD-регуляторов, если существует регулятор вида (16), (17) та-
кой, что: 1) матрица W 1(p, λ) имеет N -структуру; 2) определитель∣∣W 1(p, e

−ph)
∣∣ является полиномом.

Определение 5. Систему (10) назовем слабо спектрально приво-
димой в классе HDD-регуляторов, если существует регулятор вида (18)–
(20) такой, что: 1) найдется матрица P 13(λ) ∈ Rn×r1[λ] такая, что In 0n×n1

P 13(λ)
0n1×n In1

0n1×r1

0r1×n 0r1×n1
Ir1

W 2(p, λ) =

[
Θ1(p, λ) 0(n+n1)×r1

Θ2(p, λ) Ir1
− λSψ(λ)

]
,

где Θ1(p, λ) ∈ R(n+n1)×(n+n1)[p, λ], Θ2(p, λ) ∈ Rr1×(n+n1)[p, λ]; 2) матрица
Θ1(p, λ) имеет N -структуру; 3) определитель

∣∣Θ1(p, e
−ph)

∣∣ является по-
линомом.

Замечание 3. Определение 5 означает, что векторная компонента X
вектора-решения col

[
X,ψ

]
системы (10), (18)–(20) есть решение некоторой

подсистемы системы (10), (18)–(20), которая имет нейтральный типа, ха-
рактеристическую матрицу Θ1(p, e

−ph) и конечный спектр. Получить эту
подсистему можно при помощи элементарных преобразований уравнений
системы (10), (18)–(20)12.

Введем множества: PB =
{
p ∈ C : rank

[
W (p, e−ph), B(e−ph)

]
< n

}
,

PB,G =
{
p ∈ C : rank

[
W (p, e−ph), B(e−ph), G(e−ph)

]
< n

}
. Рассмотрим

условие

множество PB состоит из конечного числа элементов. (21)

Теорема 4. Для того чтобы система (10) была спектрально при-
водима в классе DD-регуляторов, необходимо и достаточно выполнения
условий (9), (21).

Теорема 5. Для того чтобы система (10) была слабо спектрально
приводимой в классе HDD-регуляторов, необходимо и достаточно, чтобы
выполнялись условия: 1) множество PB,G состоит из конечного числа
элементов; 2) rank

[
In −D(λ), B(λ), G(λ)

]
= n∀λ ∈ C.

В разделе 3.3 изучается
Задача 2. Требуется замкнуть систему (10) линейной обратной

связью u = u(x, ẋ) так, чтобы переменная x стала векторной компо-
нентой решения некоторой линейной автономной системы нейтрального
типа с заданным характеристическим квазиполиномом.

12Под элементарными преобразованиями уравнений системы понимаем: 1) перестановку урав-
нений системы местами; 2) умножения обеих частей какого-либо уравнения системы на оператор сдвига
aλkh, где a ∈ R, k ∈ {0}∪N; 3) прибавление к обеим частям одного уравнения системы соответствующих
частей другого уравнения этой системы, предварительно умноженных на оператор сдвига aλkh.
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Используются следующие классы регуляторов:
1) класс IDD-регуляторов (integro-differential-difference — интегро-

дифференциально-разностные)

u(t) = U1[Xt], ẋ1(t) = U2[Xt], (22)

2) класс HIDD-регуляторов (hybrid integro-differential-difference — ги-
бридные интегро-дифференциально-разностные)

u(t) = V1[Xt] + Tψ(λh)ψ(t), ẋ1(t) = V2[Xt],
ψ(t) = λhSψ(λh)ψ(t) + V3[Xt].

(23)

Здесь x1 ∈ Rn1, ψ ∈ Rr1 – вспомогательные переменные, X = col[x, x1];
U1,V1 ∈ Jr×(n+n1), U2,V2 ∈ Jn1×(n+n1), V3 ∈ Jr1×(n+n1), Tψ(λ) ∈ Rr×r1[λ],
Sψ(λ) ∈ Rr1×r1[λ].

Пусть Ui
æ7→ Ui(p, λ), Vi

æ7→ Vi(p, λ), Ui(p, λ) =
[
Ui1(p, λ), Ui2(p, λ)

]
,

Vi(p, λ) =
[
Vi1(p, λ), Vi2(p, λ)

]
(первый и второй блоки состоят из n и n1

столбцов),W 3(p, e
−ph) иW 4(p, e

−ph) — характеристические матрицы систем
(10), (22) и (10), (23) соответственно,

W 3(p, λ) =

[
W (p, λ)−B(λ)U11(p, λ) −B(λ)U12(p, λ)

−U21(p, λ) pIn1
− U22(p, λ)

]
,

W 4(p, λ) =

 W (p, λ)−B(λ)V11(p, λ) −B(λ)V12(p, λ) −B(λ)Tψ(λ)
−V21(p, λ) pIn1

− V22(p, λ) 0n1×r1

−V31(p, λ) −V32(p, λ) Ir1
− λSψ(λ)

 .
Введем полином (ниже di(λ) — некоторые полиномы, dn̄(0) = 1)

d(p, λ) =
n̄∑
i=0

pidi(λ). (24)

Определение 6. Систему (10) назовем модально управляемой в
классе IDD-регуляторов (22), если существует число n0 ∈ N, такое, что
для любого полинома (24), degpd(p, λ) = n̄ ≥ n0, найдется регулятор вида
(22), обеспечивающий выполнение условий: 1) матрица W 3(p, λ) имеет
N1-структуру; 2)

∣∣W 3(p, e
−ph)

∣∣ = d(p, e−ph).
Определение 7. Систему (10) назовем слабо модально управляе-

мой в классе HIDD-регуляторов (23), если существует число n0 ∈ N,
такое, что для любого полинома (24), degpd(p, λ) = n̄ ≥ n0, найдется
регулятор вида (23), обеспечивающий выполнение условий: 1) найдется
матрица P 13(λ) ∈ Rn×r1[λ], такая, что In 0n×n1

P 13(λ)
0n1×n In1

0n1×r1

0r1×n 0r1×n1
Ir1

W 4(p, λ) =

[
Θ1(p, λ) 0(n+n1)×r1

Θ2(p, λ) Ir1
− λSψ(λ)

]
,
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где Θ1(p, λ) ∈ C(n+n1)×(n+n1)(p, λ), Θ2(p, λ) ∈ Cr1×(n+n1)(p, λ); 2) матрица
Θ1(p, λ) имеет N1-структуру; 3)

∣∣Θ1(p, e
−ph)

∣∣ = d(p, e−ph).
Замечание 4. Определение 7 означает, что векторная компонента

X вектора-решения col
[
X,ψ

]
системы (10), (23) есть решение некоторой

подсистемы системы (10), (23), имеющей нейтральный тип, характеристи-
ческую матрицу Θ1(p, e

−ph) и
∣∣Θ1(p, e

−ph)
∣∣ = d(p, e−ph). Получить эту под-

систему можно при помощи элементарных преобразований уравнений си-
стемы (10), (23).

Теорема 6. Для того чтобы система (10) была модально управля-
емой в классе IDD-регуляторов, необходимо и достаточно, чтобы выпол-
нялись условия (8), (9).

Теорема 7. Для того чтобы система (10) была слабо модально
управляемой в классе HIDD-регуляторов, необходимо и достаточно, что-
бы выполнялись условия (5), (6).

Более простыми с точки зрения реализации являются
дифференциально-разностные регуляторы. Поэтому отдельным вопро-
сом изучена задача управления спектром в классах DD-регуляторов (16),
(17) и HDD-регуляторов (18)–(20).

Условия теоремы 6 необходимы для модальной управляемости в клас-
се DD-регуляторов. Построим в силу (9) систему (12). Пусть ΠD(λ) =

=
[
Πij(λ)

]2
i,j=1

, bi(λ) и ci(λ) — i-е столбцы матриц B(λ) и A(λ)Π12(λ) соот-
вественно, Q(λ) = A(λ)Π11(λ).

Теорема 8. Пусть система (10) модально управляема в классе DD-
регуляторов. Тогда, каковы бы ни были полиномиальные матрицы Nij(λ),
i, j = 1, 2, регулятора (11), обеспечивающего запаздывающий тип харак-
теристического квазиполинома системы (10), (11), выполняется усло-
вие rank

[
B(λ), A(λ)Π12(λ), Q(λ)B(λ), Q(λ)A(λ)Π12(λ), . . . , Qn−1(λ)B(λ),

Qn−1(λ)A(λ)Π12(λ)
]

= n.

Теорема 9. Для модальной управляемости системы (10)
в классе DD-регуляторов достаточно, чтобы нашлись такие
вектор-столбцы bij(λ), j = 1, s1, ckj(λ), j = 1, s2, и числа θi,
i = 1, s1 + s2, θ1 + . . . + θs1+s2

= n, для которых выполняется усло-
вие

∣∣∣bi1(λ), . . . , Qθ1−1(λ)bi1(λ), . . . , bis1(λ), . . . , Qθs1−1(λ)bis1(λ), ck1
(λ), . . . ,

Qθs1+1−1(λ)ck1
(λ), . . . , Qθs1+s2

−1(λ)cks2(λ)
∣∣∣ ≡ const 6= 0.

Условия теоремы 7 необходимы для слабой модальной управляемо-
сти в классе HDD-регуляторов. В силу (6) существуют полиномиальные
матрицы Ñij(λ) такие, что |In+r̂ − D̃(λ)| ≡ 1 (r̂ ∈ N ∪ {0}),

D̃(λ) =

[
D(λ) +B(λ)Ñ11(λ) +G(λ)Ñ12(λ) B(λ)Ñ13(λ) +G(λ)Ñ14(λ)

Ñ21(λ) Ñ22(λ)

]
.
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Пусть Π̃(λ) =
[
Π̃ij(λ)

]2
i,j=1

— матрица, присоединенная к
(
In+r̂ − D̃(λ)

)
,

Q̃(λ) = A(λ)Π̃11(λ), gi(λ) и c̃i(λ) — i-е столбцы матриц G(λ) и A(λ)Π̃12(λ).
Теорема 10. Пусть система (10) слабо модально управля-

ема в классе HDD-регуляторов. Тогда, каковы бы ни были по-
линомиальные матрицы Ñij(λ), i = 1, 2, j = 1, 4, обеспечи-
вающие тождество |In+r̂ − D̃(λ)| ≡ 1, выполняется условие
rank

[
B(λ), G(λ), A(λ)Π̃12(λ), Q̃(λ)B(λ), Q̃(λ)G(λ), Q̃(λ)A(λ)Π̃12(λ), . . . ,

Q̃n−1(λ)B(λ), Q̃n−1(λ)G(λ), Q̃n−1(λ)A(λ)Π̃12(λ)
]

= n.
Теорема 11. Для слабой модальной управляемости системы (10)

в классе HDD-регуляторов достаточно, чтобы нашлись такие вектор-
столбцы bij(λ), j = 1, s1, gqj(λ), j = 1, s2, c̃kj(λ), j = 1, s3, и числа
θi, i = 1, s1 + s2 + s3, θ1 + . . . + θs1+s2+s3

= n, что выполняется усло-
вие

∣∣∣bi1(λ), . . . , Qθ1−1(λ)bi1(λ), . . . , bis1(λ), . . . , Qθs1−1(λ)bis1(λ), gq1
(λ), . . . ,

Qθs1+1−1(λ)gq1
(λ), . . . , Qθs1+s2

−1(λ)gqs2(λ), c̃k1
(λ), . . . , Qθs1+s2+1−1(λ)c̃k1

(λ), . . . ,

Qθs1+s2+s3
−1(λ)c̃ks3(λ)

∣∣∣ ≡ const 6= 0.
Раздел 3.3 посвящен синтезу регуляторов успокоения решения.
Задача 3. Требуется замкнуть систему (10) линейной обратной

связью u = u(x, ẋ) так, чтобы выполнялись следующие условия: 1) суще-
ствует момент времени t1 > 0, такой, что какова бы ни была начальная
функция η ∈ C̃, векторная компонента x решения замкнутой системы
удовлетворяет тождеству x(t) ≡ 0, t ≥ t1; 2) переменная x являет-
ся векторной компонентой решения некоторой экспоненциально устой-
чивой линейной автономной системы нейтрального типа, являющейся
подсистемой замкнутой системы.

Задача 4. Требуется замкнуть систему (10) линейной обратной
связью u = u(x, ẋ) так, чтобы выполнялись следующие условия: 1) выпол-
няется условие 1) задачи 3; 2) переменная x является векторной компо-
нентой решения некоторой линейной автономной системы нейтрального
типа с сосредоточенными запаздываниями, являющейся подсистемой за-
мкнутой системы.

Теорема 12. Для разрешимости задач 3 и 4 необходимо и доста-
точно, чтобы выполнялись условия (5), (6).

В общем случае задачи 3, 4 решены в классах HIDD-регуляторов
(23) и HDD-регуляторов (18)–(20) соотвественно. Если система (10) пол-
ностью 0-управляема, то решения задач 3, 4 можно получить в классах
IDD-регуляторов (22) и DD-регуляторов (16), (17) соответственно.

В четвертой главе диссертации решаются задачи проектирования
наблюдателей для линейной автономной системы нейтрального типа

(In −D(λh))ẋ(t) = A(λh)x(t), t > 0, (25)
y(t) = C(λh)x(t), t ≥ 0, (26)
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где C(λ) ∈ Rr×n[λ], y(t) — наблюдаемый выход, остальные обозначения и
начальное условие те же, что и ранее.

Любую дифференциальную систему, зависящую от выхода (26), ре-
шение которой z(t) есть оценка решения x(t) уравнения (25), будем назы-
вать наблюдателем для системы (25), (26).

Вопросы существования наблюдателей исследуются с позиции выпол-
нений условий финальной наблюдаемости13, полученных в разделе 2.2. Для
системы (25), (26) они имеют вид

1) rank
[
W (p, e−ph)
C(e−ph)

]
= n∀p ∈ C; 2) rank

[
In −D(λ)
C(λ)

]
= n∀λ ∈ C. (27)

В разделе 4.1 наблюдатели строятся на базе решения задач модальной
управляемости и слабой модальной управляемости.

Определение 8. Наблюдатель для системы (25), (26) будем на-
зывать асимптотическим наблюдателем, если не зависимо от началь-
ных условий исходной системы и наблюдателя выполняется соотношение
‖z(t)− x(t)‖Rn → 0 при t→ +∞.

Определение 9. Наблюдатель для системы (25), (26) будем на-
зывать асимптотическим наблюдателем с ограниченной ошибкой, ес-
ли существуют зависящие от начального условия наблюдателя чис-
ла ∆, t∗ > 0 и функция ω(t), ω(t) → 0 при t → +∞, такие, что
‖z(t)− x(t)‖Rn ≤ ∆ + ω(t), t > t∗.

Определим для системы (25), (26) следующий наблюдатель:

(In −D(λh))ż(t) = A(λh)z(t) + C11[C(λh)zt] + C12[z1,t]− C11[yt],
ż1(t) = C21[C(λh)zt] + C22[z1,t]− C21[yt], t > t0,

(28)

где C11 ∈ Jn×r, C12 ∈ Jn×n1, C21 ∈ Jn1×r, C22 ∈ Jn1×n1; n1 ∈ N ∪ {0} (n1 = 0
означает, что у наблюдателя (28) отсутствует второе уравнение и пере-
менная z1), t0 ≥ 0. Начальные условия для системы (28) возьмем в виде
z(t) = z∗(t), z1(t) = z∗1(t), t ∈ [0, t0], z

∗, z∗1 — непрерывные функции, имею-
щие кусочно-непрерывную производную. Ошибка ζ(t) = z(t)− x(t), t ≥ 0,
наблюдателя (28) есть векторная компонента решения однородной (y ≡ 0)
системы (28).

Введем квазиполином (ниже di(λ) — полиномы, di(0) = 1)

d(p, e−ph) =

φ∑
i=0

pidi(e
−ph), (29)

число φ ∈ N назовем степенью квазиполинома (29).
13В случае систем запаздывающего типа (D(λ) = 0) эти условия равносильны условиям спек-

тральной наблюдаемости.
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Теорема 13. Для того чтобы для любого наперед заданного квази-
полинома d(p, e−ph) вида (29) степени φ ≥ n + r + 1 существовал наблю-
датель (28), у которого ошибка оценивания ζ является векторной ком-
понентой решения некоторой линейной автономной однородной систе-
мы нейтрального типа с характеристическим квазиполиномом, равным
d(p, e−ph), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия (27).

Выбирая подходящий квазиполином (29), согласно теореме 13 строим
асимптотический наблюдатель вида (28).

Предположим, что условия (27) нарушаются. Положив Bi = C
T

i , i =
= 0,m, построим уравнение (3) и определим матрицы S, T и G(λ). Пусть
Gc(λ) =

(
G(λ)

)T

, Tc = T
T

, Sc = S
T. Определим наблюдатель, описывае-

мый дифференциально-алгебраической системой вида

(In −D(λh))ż(t) = A(λh)z(t) + R11[C(λh)zt] + R12[z1,t] + R13[ψt]−R11[yt],

ż1(t) = R21[C(λh)zt] + R22[z1,t] + R23[ψt]−R21[yt], (30)
ψ(t) = Scλhψ(t) + TcC(λh)z(t)− Tcy(t), t > t1.

Здесь R11 ∈ Jn×r, R12 ∈ Jn×n1,R13 ∈ Jn×r0, R21 ∈ Jn1×r, R22 ∈ Jn1×n1,
R23 ∈ Jn1×r0; n1 ∈ N ∪ {0}, t1 ≥ 0. Для системы (30) возьмем началь-
ные условия в виде z(t) = z∗(t), z1(t) = z∗1(t), ψ(t) = ψ∗(t), t ∈ [−mh, t1],
z∗, z∗1, ψ

∗ — непрерывные функции, имеющие кусочно-непрерывную про-
изводную. Однородную (y ≡ 0) систему (30) назовем системой ошибки,
поскольку ошибка ε(t) = z(t)− x(t), t ≥ −mh, есть векторная компонента
ее решения.

Теорема 14. Для того чтобы для любого наперед заданного ква-
зиполинома d(p, e−ph) вида (29) степени φ ≥ n + r + r0 + 1 суще-
ствовал наблюдатель (30), характеристическая матрица W̃ (p, e−ph) си-
стемы ошибки которого удовлетворяет следующим условиям: 1) су-
ществует унимодулярная14 матрица G̃(λ) такая, что W̃ (p, λ)G̃(λ) =

=

[
W̃11(p, λ) W̃12(p, λ)
0r0×(n+n1) Ir0

− λSc

]
, где W̃1j(p, λ), j = 1, 2, — некоторые матрицы

с элементами из множества C(p, λ); 2) матрица W̃11(p, λ) имеет N1-
структуру; 3) выполняется равенство

∣∣W̃11(p, e
−ph)

∣∣ = d(p, e−ph), необхо-
димо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения:

1) rank

 W (p, e−ph)
C(e−ph)
Gc(e

−ph)

 = n∀p ∈ C; 2) rank

 In −D(λ)
C(λ)
Gc(λ)

 = n∀λ ∈ C. (31)

14Унимодулярная матрица — невырожденная полиномиальная матрица с постоянным опреде-
лителем.
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Зададим квазиполином d(p, e−ph) вида (29). Теорема 14 гарантирует
существование наблюдателя (30), который при введении новой переменной
ψ̂ по формуле ψ(t) = Gc(λh)z(t) + ψ̂(t), t > 0, примет вид

(In −D(λh))ż(t) = A(λh)z(t) + R11[C(λh)zt] + R13[Gc(λh)zt]+

+R12[z1,t] + R13[ψ̂t]−R11[yt],
ż1(t) = R21[C(λh)zt] + R23[Gc(λh)zt] + R22[z1,t]+

+R23[ψ̂t]−R21[yt],

(32)

ψ̂(t) = Scλhψ̂(t)− Tcy(t), t > t2 = t1 + (m− 1)h. (33)

Определим для системы (32), (33) начальные условия в виде непрерывных
функций, имеющих кусочно-непрерывную производную:

z(t) = z∗(t), t ∈ [−mh, t2], z1(t) = z∗1(t), ψ̂(t) = ψ̂0(t), t ∈ [−h, t2]. (34)

Из уравнения (33) независимо от системы (32) находим ψ̂(t), t > t2. Под-
ставив ψ̂ в (32), в силу теоремы 14 получим линейную автономную си-
стему нейтрального типа с характеристической матрицей W̃11(p, e

−ph) и∣∣W̃11(p, e
−ph)

∣∣ = d(p, e−ph).
Обозначим λi, i = 1, r0, — собственные значения матрицы Sc. Пусть

ψ̃∗ = max

{
sup

t∈(−h,t2]

∥∥∥ dk
dtk

ψ̂0(t) +Gc(λh)
dk

dtk
x(t)

∥∥∥
Rr0
, k = 0, 1

}
. Следующие

утверждения являются условиями существования асимптотического на-
блюдателя и асимптотического наблюдателя с ограниченной ошибкой.

Теорема 15. Пусть для системы (25), (26) выполняются условия
(31), и все собственные значения матрицы Sc удовлетворяют условию
|λi| < 1, i = 1, r0. Тогда за счет выбора коэффициентов характеристиче-
ского квазиполинома d(p, e−ph) однородной (ψ̂ ≡ 0, y ≡ 0) системы (32)
можно обеспечить соотношение ‖ε(t)‖Rn → 0 при t → +∞, каковы бы
ни были начальные условия (34).

Теорема 16. Пусть для системы (25), (26) выполняются условия
(31), и все собственные значения λi, i = 1, r0, матрицы Sc удовлетворя-
ют условию |λi| ≤ 1, i = 1, r0, причем собственным значениям λi, для
которых |λi| = 1, отвечают жордановы клетки размерности равной еди-
нице. Тогда существует β ∈ R такое, что при подходящем выборе ко-
эффициентов характеристического квазиполинома d(p, e−ph) однородной
(ψ̂ ≡ 0, y ≡ 0) системы (32) для любого начального условия (34) най-
дутся k∗1 ∈ N и функция ω(t), ω(t) → 0 при t → +∞, обеспечивающие
неравенство ‖ε(t)‖Rn ≤ βψ̃∗ + ω(t), t > t2 + k∗1h.

В разделе 4.2 решается задача точного восстановления решения ис-
ходной системы по результатам наблюдаемого выхода.
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Задача 5. Требуется построить асимптотически устойчивую ли-
нейную автономную систему запаздывающего типа с сосредоточенны-
ми и распределенными запаздываниями и с конечным спектром такую,
что начиная с некоторого момента времени, выход этой системы будет
тождественно равен решению уравнения (25) независимо от начальных
состояний исходной и построенной систем.

Определим следующую систему запаздывающего типа с выходом

ż(t) = A(zt) + F̃1

(
t, y(t), . . . , y(t− ñ1h)

)
, t > t̃,

v(t) = C̃(λh)z(t) + F̃2

(
t, y(t), . . . , y(t− ñ2h)

)
, t ≥ t̃,

(35)

где A ∈ Jñ×ñ, C̃(λ) ∈ Rn×ñ[λ]; F̃i = F̃i(t, ξ0, . . . , ξñi), t ∈ R, ξi ∈ Rr, —
некоторые кусочно-непрерывные векторные функции, линейные по пере-
менным ξi; ñ, ñi ∈ N (i = 1, 2), t̃ > 0. Решение уравнения (35) однозначно
задается непрерывной начальной функцией z(t) = z̃(t), t ∈ [t̃ − m1h, t̃],
где m1 ∈ N ∪ {0} — некоторое число. Функцию ε(t) = v(t) − x(t) назовем
ошибкой наблюдения.

Определение 10. Систему (35) назовем финитным наблюдателем
для системы (25), (26), если: 1) найдется число t1 > t̃ такое, что каковы
бы ни были решения x, z систем (25), (35), ошибка ε(t), t > t̃, удовлетво-
ряет тождеству ε(t) ≡ 0, t ≥ t1; 2) система (35) имеет запаздываю-
щий тип, конечный спектр и является асимптотически устойчивой.

Доказан критерий существования финитного наблюдателя.
Теорема 17. Для того чтобы для системы (25), (26) существовал

финитный наблюдатель (35), необходимо и достаточно, чтобы выполня-
лись условия (27).

В разделе 4.3 изучается следующая
Задача 6. Требуется на основании данных о наблюдаемом выходе

y(t), определяемом формулой (26), построить оценку z(t) неизвестного
вектора решения x(t) уравнения (25) так, чтобы ‖x(t)− z(t)‖Rn → 0 при
t → +∞, и, кроме того, при вычислении оценки z(t) не должны исполь-
зоваться производные выхода y(i), i = 1, 2, . . .

Одному и тому же выходу y(t), t ≥ 0, может соответствовать множе-
ство решений x(t), t ≥ −mh, уравнения (25). Каждое такое решение x(t)
назовем совместимым с выходом y(t), t ≥ 0.

Определение 11. Систему (25), (26)назовем асимптотически на-
блюдаемой, если для любых двух решений x̂ и x̌ уравнения (25), совме-
стимых с выходами ŷ и y̌ соответственно, выполняется условие: если
ŷ(t) ≡ y̌(t), t > t∗ ∃t∗, то ‖x̂(t)− x̌(t)‖Rn → 0 при t→ +∞.
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Введем множество ΛC =

{
p ∈ C : rank

[
W (p, e−ph)
C(e−ph)

]
< n

}
. Пред-

положим, что в соотношениях (27) выполняется только второе условие,

rank

[
In −D(λ)
C(λ)

]
= n ∀λ ∈ C, (36)

а первое нарушается в конечном множестве точек, то есть

множество ΛC состоит из конечного числа элементов. (37)

Теорема 18. Пусть для системы (25), (26) выполняются условия
(36), (37). Для того чтобы система (25), (26) была асимптотически на-
блюдаемой, необходимо и достаточно, чтобы

Re p < 0 ∀p ∈ ΛC . (38)

Разработана процедура асимптотической оценки решения асимпто-
тически наблюдаемых систем. Приведем условия ее реализуемости.

В силу (36) найдутся N(λ) ∈ R(n+r)×(n+r)[λ], N1(λ) ∈ Rn×n[λ] та-
кие, что N(λ)col

[
In − D(λ), C(λ)

]
N1(λ) = col

[
In, 0n×r

]
. Пусть N(λ) =

=
[
Nij(λ)

]2
i,j=1

(
N11(λ) ∈ Rn×n[λ]

)
, Q(λ) = N11(λ)A(λ)N1(λ), K(λ) =

= col
[
−N21(λ)A(λ)N1(λ), C(λ)N1(λ)

]
, δ = rank

[
K(λ), . . . , K(λ)

(
Q(λ)

)n−1
]
.

Выберем θ строк kij(λ), j = 1, θ, матрицы K(λ), для которых найдутся
δj, j = 1, θ, δ1 + . . .+ δθ = δ, такие, что

rankQk
(i1,...,ij)

(λ) = rank

[
Qk

(i1,...,ij)
(λ)

kij(λ)
(
Q(λ)

)δj
]

= δ1 + . . .+ δj, j = 1, θ, (39)

где Qk
(i1,...,ij)

(λ) = col
[
ki1(λ), ki1(λ)Q(λ), . . . , ki1(λ)

(
Q(λ)

)δ1−1
, ki2(λ), . . . ,

ki2(λ)
(
Q(λ)

)δ2−1
, . . . kij(λ)

(
Q(λ)

)δj−1
]
. Построим N2(λ) ∈ Rn×n[λ] такую,

что

Qk
(i1,...,iθ)

(λ)N2(λ)=


0 . . . 0 0 0 . . . ω1n(λ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 ωδ−1n−δ+2(λ) . . . ×
0 . . . 0 ωδ n−δ+1(λ) × . . . ×

,
где ωδ−j n−δ+1+j(λ), j = 0, δ − 1, — некоторые ненулевые полиномы,
символом «×» обозначены произвольные полиномы. Положим QN(λ) =

=
(
N2(λ)

)−1
Q(λ)N2(λ), KN(λ) = K(λ)N2(λ), тогда

QN(λ) =


Φθ+1θ+1(λ) Φθ+1θ(λ) . . . Φθ+11(λ)

0 Φθθ(λ) . . . Φθ1(λ)
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . Φ11(λ)

 , KN(λ) =

 kN1 (λ)
. . .

kN2r(λ)

 ,
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где Φjj(λ) ∈ Rδj×δj [λ], j = 1, θ, Φθ+1θ+1(λ) ∈ R(n−δ)×(n−δ)[λ], размеры
остальных блоков Φij(λ) понятны; kNi (λ) ∈ R1×n[λ] — строки матрицы
KN(λ). Блоки Φjj(λ), j = 1, θ, имеют вид

Φjj(λ) =


× × . . . × ×

βj21(λ) × . . . × ×
0 βj32(λ) . . . × ×
. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . βjδjδj−1(λ) ×

 , j = 1, θ,

где βjii−1(λ), i = 2, δj, — некоторые ненулевые полиномы.
Опишем строки kNi (λ) матрицы KN(λ):

kNij (λ) =
[
0n−δ, 0δθ , . . . , 0δj+1

, k̄jj(λ), k̄jj−1(λ), . . . , k̄j1(λ)
]
, j = 1, θ,

где 0i ∈ R1×i — нулевая строка, k̄j j−i(λ) ∈ R1×δj−i[λ], i = 0, j − 1, при-
чем k̄jj(λ) =

[
0, . . . , 0, γjj(λ)

]
, γjj(λ) — ненулевой полином; kNj (λ) =

= [0, . . . , 0,×, . . . ,×], j ∈ {1, . . . , 2r} \ {i1, . . . , iθ}, (на первых n − δ ме-
стах стоят нули).

Теорема 19. Пусть для системы (25), (26) выполняются усло-
вия (36)–(38). Если найдется θ (1 ≤ θ ≤ 2r) строк kij(λ), j = 1, θ,
матрицы K(λ) таких, что для соответствующей матрицы Qk

(i1,...,iθ)
(λ)

(rankQk
(i1,...,iθ)

(λ) = δ и имеет место (39)) выполняется условие λ∗ = 0 или

|λ∗| > 1∀λ∗ ∈ Λ(i1,...,iθ), где Λ(i1,...,iθ) =
{
λ∗ ∈ C : rankQk

(i1,...,iθ)
(λ∗) < δ

}
, то

задача 6 разрешима.
Введем множество Λ̂(i1,...,iθ) =

{
λ ∈ Λ(i1,...,iθ) : (λ 6= 0) ∧ (|λ| ≤ 1)

}
.

Каждому λ0 ∈ Λ̂(i1,...,iθ) поставим в соответствие множество индексов
J (λ0) =

{
j ∈ {1, . . . , θ} : νj(λ0) = 0

}
, где νj(λ) = γjj(λ)

∏δj−1
k=1 β

j
k+1 k(λ).

Теорема 20. Пусть для системы (25), (26) выполняются усло-
вия (36)–(38). Предположим, что выбраны θ (1 ≤ θ ≤ 2r) строк kij(λ),

j = 1, θ, матрицы K(λ), построена матрица Qk
(i1,...,iθ)

(λ) и найдены мат-
рицы QN(λ) и KN(λ). Если для любого числа λ0 ∈ Λ̂(i1,...,iθ) и всех j ∈ J (λ0)
выполняются равенства

rank

[
pIδj − Φjj(e

−ph)
k̄jj(e

−ph)

]
= δj ∀p ∈ C,

то задача 6 разрешима.
В разделе 4.4 решается следующая
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Задача 7. Требуется построить линейную автономную дифферен-
циальную систему запаздывающего типа с сосредоточенными соизмери-
мыми запаздываниями, конечным спектром и с выходом x̄, такую, что
при входном сигнале y, определяемом формулой (26), выход x̄, начиная с
некоторого момента времени t1 > 0, есть точная оценка неизвестного
решения x уравнения (25): x̄(t)− x(t) ≡ 0, t ≥ t1.

В отличии от раздела 4.2 наблюдатель не должен содержать распре-
деленное запаздывание, но не требуется асимптотической устойчивости.

Определим систему с выходом

ż(t) = AL(p
D
, λh)z(t)− en+1ỹ

0(t),

x̄(t) = N1(λh)

[In, 0n×3

]
z(t) +

t∫
t̃2

F̂ (t− τ)Y (τ)dτ

 ,
(40)

где ỹ0(t) = ỹi0(t)−c̃i0(λh)
∫ t
t̃2
F̂ (t−τ)Y (τ)dτ, Y (t) = Q1(λh)y(t) +Q2(λh)ẏ(t),

ỹi0(t) — компонента функции ỹ(t) = col
[
N22(λh)ẏ(t), y(t)

]
с номе-

ром i0, F̂ (t) — фундаментальная матрица построенной специальным
образом линейной автономной дифференциально-разностной системы,
AL(p, λ), N1(λ), Q1(λ), Q2(λ), N22(λ), c̃i0(λ) — полиномиальные матрицы;
p
D
— оператор дифференцирования.

Теорема 21. Выполнение для системы (25), (26) условий (27) необ-
ходимо и достаточно для существования финитного наблюдателя (40),
реализующего оценку x̄ решения уравнения (25), удовлетворяющую тож-
деству x̄(t) ≡ x(t), t ≥ t1.

Наблюдатель (40) зависит от производной ẏ, однако при формиро-
вании оценки x̄ можно избежать операции дифференцирования выхода y.
Кроме этого показано, что при выполнении условий (27) существует моди-
фицированный финитный наблюдатель, не содержащий производной вы-
хода (26), однако его реализация представляется более трудоемкой в срав-
нении с реализацией наблюдателя (40).

В пятой главе диссертации разработанные в главах 2, 3 методы
качественного анализа и синтеза регуляторов обобщаются на линейные ав-
тономные вполне регулярные дифференциально-алгебраические системы с
последействием

d

dt
(Dx̃(t)) = A(λh)x̃(t) + B̃(λh)u(t), t > 0, (41)

x̃(t) = η̃(t), u(t) ≡ 0, t ∈ [−mh, 0], (42)

где A(λ) =
∑m

i=0 λ
iAi, B̃(λ) =

∑m
i=0 λ

iB̃i, D, Ai ∈ Rn×n, B̃i ∈ Rn×r;
x̃(t) — решение уравнения (41), u(t) — кусочно-непрерывное управление;
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h = const > 0. Считаем, что η̃ ∈ PCD, PCD — множество кусочно-
непрерывных функций η таких, что функция Dη непрерывна.

Обозначим rankD = n1, n2 = n − n1. Систему (41) назовем вполне
регулярной, если deg |pD −A0| = n1. Для вполне регулярной системы (41)
существует невырожденное преобразование, приводящее ее к виду

ẋ1(t) = A11(λh)x1(t) + A12(λh)x2(t) +B1(λh)u(t),

(43)
x2(t) = A21(λh)x1(t) + A22(λh)x2(t− h) +B2(λh)u(t), t > 0,

где Aij(λ) =
∑m

k=0 λ
iAk

ij, i, j = 1, 2,
(
(i, j) 6= (2, 2)

)
, A22(λ) =

∑m
k=1 λ

k−1Ak
22,

Ak
ij ∈ Rni×nj , Bi(λ) =

∑m
k=0 λ

kBk
i , B

k
i ∈ Rni, i = 1, 2. В диссертации иссле-

дование задач управления для системы (41) основано на переходе к системе
(43) и ее последующем анализе.

Используя матрицы B̃i, построим уравнение вида (3) и определим
матрицу G̃(λ) так же, как для уравнения (3) определена матрица G(λ).

Раздел 5.1 посвящен решению задачи 0-управляемости.
Определение 12. Начальную функцию η̃ ∈ PCD системы (41) на-

зовем 0-управляемой, если существуют момент времени t1 > 0 и управ-
ление u(t), t > 0, такие, что для соответствующего решения x̃(t) имеет
место тождество

x̃(t) ≡ 0, t > t1. (44)

Если 0-управляемы все начальные функции η̃ ∈ PCD, то систему (41)
назовем 0-управляемой.

Замечание 5. Если (44) возможно при u(t) ≡ 0, t > t1, то начальную
функцию η̃ (систему (41)) назовем полностью 0-управляемой.

Пусть Γ1 ∈ Rn2×n, Γ2 ∈ Rn×n2 — матрицы фундаментальных си-
стем решений алгебраических систем γ1D = 0 и Dγ2 = 0 соответственно,
W̃ (p, λ) = pD − A(λ).

Теорема 22. Для того чтобы система (41) была 0-управляемой,
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:

1) rank
[
W̃ (p, e−ph), B̃(e−ph), G̃(e−ph)

]
= n ∀p ∈ C; (45)

2) rank
[
Γ1A(λ)Γ2, Γ1B̃(λ), Γ1G̃(λ)

]
= n− rankD ∀λ ∈ C. (46)

В ходе доказательства теоремы 22 были решены задачи полной 0-
управляемости и финальной наблюдаемости. Приведем критерий полной
0-управляемости.

Теорема 23. Для того чтобы система Σ была полностью
0-управляемой необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия

1) rank
[
W̃ (p, e−ph), B̃(e−ph)

]
= n ∀p ∈ C; (47)

2) rank
[
Γ1A(λ)Γ2, Γ1B̃(λ)

]
= n− rankD ∀λ ∈ C. (48)
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В разделе 5.2 при помощи регулятора

u(t) = R̃0

[
X̃t

]
,

d

dt

(
R̃11x̃1(t)

)
= R̃12

[
X̃t

]
, t > 0, (49)

где x̃1 ∈ Rn̄ — вспомогательная переменная, X̃ = col
[
x̃, x̃1], R̃0 ∈ J

r×(n+n̄)
0 ,

R̃11 ∈ Rn̄×n̄, (R̃11 6= 0n̄×n̄), R̃12 ∈ J
n̄×(n+n̄)
0 , решается следующая

Задача 8. Требуется замкнуть систему (41) таким регулятором
(49), для которого существует момент времени t1 > 0, что при любом
начальном условии (42) векторная компонента x̃ решения X̃ замкну-
той системы (41), (49) удовлетворяет тождеству x̃(t) ≡ 0, t > t1, а
сама система остается в классе вполне регулярных дифференциально-
алгебраических систем.

Регулятор (49), обеспечивающий решение задачи 8, назовем регуля-
тором успокоения решения.

Далее понадобятся следующие понятия.
Определение 13. Будем говорить, что матрица Ω(p, λ) ∈

∈ Cφ×φ0 (p, λ) (φ ∈ N) имеет CR1-структуру (CR- completely regular), если
существуют матрицы Ω0 ∈ Rφ×φ, Ω̂(λ) ∈ Rφ×φ[λ], Ω̃1(p, λ) ∈ Cφ×φ0 (p, λ),
такие, что

Ω(p, λ) = pΩ0 + Ω̂(λ) + Ω̃1(p, λ), (50)

и deg |pΩ0 + Ω̂(0)| = rank Ω0. Если в (50) Ω̃1(p, λ) = 0φ×φ, то будем гово-
рить, что матрица Ω(p, λ) имеет CR-структуру.

Разработанная в главе 3 техника перехода от исследования системы
нейтрального типа (10) к анализу системы запаздывающего типа (12) здесь
обобщается на системы вида (41). Для этого переходим к системе (43),
которую замыкаем регулятором

u(t) = M11(λh)x2(t) +M12(λh)x4(t) + v1(t),
x4(t) = M21(λh)x2(t) +M22(λh)x4(t) + v2(t), t > 0,

(51)

где M1j(λ) ∈ Rr×n2j [λ],M2j(λ) ∈ Rn4×n2j [λ], j = 1, 2; x4 ∈ Rn4 — вспо-
могательная переменная, v = col[v1, v2] — новое управление. Обозначим
W 0(p, e

−ph) — характеристическая матрица системы (43), (51), где

W 0(p, λ)=

pIn1
− A11(λ) −A12(λ)−B1(λ)M11(λ) −B1(λ)M12(λ)
−A21(λ) In2

− λA22(λ)−B2(λ)M11(λ) −B2(λ)M12(λ)
0n4×n1

−M21(λ) In4
−M22(λ)

;
B(λ) =

[
B(λ) 0n×n4

0n4×r In4

]
.
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Определение 14. Если для системы (43) существует регулятор
вида (51), для которого найдутся матрицы K0(λ) ∈ Rn1×n1[λ], Θi(λ) ∈
∈ R(n+n4)×(n+n4)[λ],

∣∣Θi(λ)
∣∣ ≡ 1, i = 1, 2, такие, что Θ1(λ)W 0(p, λ)Θ2(λ) =

= diag
[
pIn1
− K0(λ), In2+n4

]
и матрица W 0(p, λ) имеет CR-структуру,

то будем говорить, что система (43) редуцируется к системе запазды-
вающего типа, а систему

diag
[
p
D
In1
−K0(λh), In2+n4

]
x(t) = Θ1(λh)B(λh)v(t) (52)

будем называть редуцированной системой. Регулятор (51) в этом случае
будем называть редуцирующим регулятором.

Лемма 1. Для того чтобы для системы (43) существовал редуци-
рующий регулятор (51), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось
условие rank

[
In2
− λA22(λ), B2(λ)

]
= n2 ∀λ ∈ C.

Замечание 6. Условие леммы 1 выполняется тогда и только тогда,
когда выполняется условие (48). Ниже показано, что для существования
ряда важных структурных свойств условие (48) является необходимым.

Доказан критерий существования регулятора успокоения решения.
Теорема 24. Для того чтобы для системы (41) существовал регу-

лятор успокоения (49) необходимо и достаточно условий (45), (46), то
есть чтобы система (41) была 0-управляемой.

В разделе 5.3 исследуется вопрос приведения системы (41) к конеч-
ному спектру. Определим регулятор

u(t) = R̃0(λh)X̃(t), ẋ3(t) = R̃1(λh)X̃(t), x4(t) = R̃2(λh)X̃(t), t > 0, (53)

где xi ∈ Rni, i = 3, 4, — вспомогательные переменные, ni ∈ N ∪ {0}, X̃ =
= col

[
x̃, x3, x4], R̃0(λ) ∈ Rr×(n+n̄)[λ], R̃i(λ) ∈ Rni+2×(n+n̄)[λ], i = 1, 2, n̄ =

= n3 + n4 (равенство ni = 0 означает, что в регуляторе (53) отсутствует
переменная xi и соответствующее уравнение).

Задача 9. Требуется замкнуть систему (41) регулятором (53)
так, чтобы выполнялись следующие условия: 1) характеристическая
матрица замкнутой системы (41), (53) имеет CR-структуру; 2) пере-
менная x̃ является векторной компонентой решения линейной автоном-
ной вполне регулярной дифференциально-алгебраической системы с конеч-
ным спектром.

Пусть R̃i(λ) =
[
R̃0
i (λ), R̃1

i (λ), R̃2
i (λ)

]
, i = 0, 2, где блоки R̃k

i (λ),

k = 0, 2, состоят из n, n3, n4 столбцов матрицы R̃i(λ). Обозначим

W̃0(p, λ) =

 W̃ (p, λ)− B̃(λ)R̃0
0(λ) −B̃(λ)R̃1

0(λ) −B̃(λ)R̃2
0(λ)

−R̃0
1(λ) pIn3

− R̃1
1(λ) −R̃2

1(λ)

−R̃0
2(λ) −R̃1

2(λ) In4
− R̃2

2(λ)

 . (54)

27



Определение 15. Систему (41) назовем спектрально приводимой,
если найдется регулятор вида (53) такой, что: 1) матрица W̃0(p, λ) име-
ет CR-структуру; 2) определитель |W̃0(p, e

−ph)| является полиномом.
Определение 16. Систему (41) назовем слабо спектрально при-

водимой, если найдется регулятор вида (53) такой, что: 1) матрица
W̃0(p, λ) имеет CR-структуру; 2) существуют n∗ ∈ N, n∗ ≤ n4, P̃13(λ) ∈
∈ Rn×n∗[λ], P̃23(λ) ∈ R(n̄−n∗)×n∗[λ] такие, что выполняется равенство In 0n×(n̄−n∗) P̃13(λ)

0(n̄−n∗)×n In̄−n∗ P̃23(λ)
0n∗×n 0n∗×(n̄−n∗) In∗

 W̃0(p, λ)=

[
W̃11(p, λ) 0(n+n̄−n∗)×n∗
W̃21(λ) In∗ − R̃∗(λ)

]
, (55)

где блок W̃11(p, λ) ∈ R(n+n̄−n∗)×(n+n̄−n∗)[p, λ] имеет CR-структуру,
W̃21(λ) ∈ Rn∗×(n+n̄−n∗)[λ], R̃∗(λ) ∈ Rn∗×n∗[λ] — правый нижний блок R̃2

2(λ);
3) определитель |W̃11(p, e

−ph)| является полиномом.
Замечание 7. Выполнение равенства (55) означает, что найдет-

ся число t̄ > 0, такое, что при t > t̄ существует вполне регулярная
дифференциально-алгебраическая подсистема системы (41), (53) c характе-
ристической матрицей W̃11(p, e

−ph), которая однозначно определяет функ-
цию x̃ как векторную компоненту решения этой подсистемы. Указанную
подсистему можно получить из системы (41), (53) при помощи элементар-
ных преобразований, отвечающих матрицам P̃13(λ), P̃23(λ).

Обозначим: ΛB̃ =
{
p ∈ C : rank

[
W̃ (p, e−ph), B̃(e−ph)

]
< n

}
,

ΛB̃,G̃ =
{
p ∈ C : rank

[
W̃ (p, e−ph), B̃(e−ph), G̃(e−ph)

]
< n

}
.

Теорема 25. Система (41) спектрально приводима в том и толь-
ко в том случае, если выполнены условия: 1) множество ΛB̃ состоит
из конечного числа элементов; 2) rank

[
Γ1Ã(λ)Γ2, Γ1B̃(λ)

]
= n − rankD

∀λ ∈ C.
Теорема 26. Система (41) слабо спектрально приводима в том и

только в том случае, если выполнены условия: 1) множество ΛB̃,G̃ состо-

ит из конечного числа элементов; 2) rank
[
Γ1Ã(λ)Γ2, Γ1B̃(λ), Γ2G̃(λ)

]
=

= n− rankD ∀λ ∈ C.
В разделе 5.4 изучается задача управления спектром при помощи как

интегральных регуляторов

u(t) = R̃0

[
X̃t

]
, ẋ3(t) = R̃1

[
X̃t

]
, x4(t) = R̃2

[
X̃t

]
, t > 0, (56)

где xi ∈ Rni, i = 3, 4, — вспомогательные переменные, ni ∈ N ∪ {0}, X̃ =

= col
[
x̃, x3, x4], R̃0 ∈ J

r×(n+n̄)
0 , R̃i ∈ J

ni+2×(n+n̄)
0 , i = 1, 2, n̄ = n3 + n4 (если
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ni = 0, то в (56) отсутствуют переменная xi и соответствующее уравне-
ние), так и разностных регуляторов (53). Операторы R̃ в (56) таковы, что
R̃i

æ7→
[
R̃0
i (p, λ), R̃1

i (p, λ), R̃2
i (λ)

]
(блоки R̃k

i (p, λ), k = 0, 1, R̃2
i (λ) состоят со-

ответственно из n, n3, n4 столбцов), причем R̃0
i (p, λ) = Ξi1(λ) + Ξi2(p, λ)D,

где Ξi1(λ) — полиномиальные матрицы, элементы матриц Ξi2(p, λ) принад-
лежат множеству C0(p, λ).

Рассмотрим матрицу W̃0(p, λ), определенную в (54), и матрицу

∆̃0(p, λ) =

 W̃ (p, λ)− B̃(λ)R̃0
0(p, λ) −B̃(λ)R̃1

0(p, λ) −B(λ)R̃2
0(λ)

−R̃0
1(p, λ) pIn3

− R̃1
1(p, λ) −R̃2

1(λ)

−R̃0
2(p, λ) −R̃1

2(p, λ) In4
− R̃2

2(λ)

 .
Введем полином (ниже di(λ) — некоторые полиномы, dnd(0) 6= 0, nd ≥ n1)

d(p, λ) =

nd∑
i=0

pidi(λ). (57)

Задача 10. Пусть задан полином (57). Требуется замкнуть си-
стему (41) регулятором (56) (регулятором (53)) так, чтобы выполня-
лись следующие условия: 1) характеристическая матрица замкнутой си-
стемы (41), (56) ( (41), (53)) имеет CR1-структуру (CR-структуру);
2) переменная x̃ является векторной компонентой решения линейной ав-
тономной вполне регулярной дифференциально-алгебраической системы,
собственные значения которой с учетом кратности определяются кор-
нями квазиполинома d(p, e−ph).

Определение 17. Систему (41) назовем модально управляемой
в классе регуляторов (56)

(
регуляторов (53)

)
, если существует число

n0 ≥ n1 такое, что для любого полинома (57) при nd ≥ n0 най-
дутся ν ∈ R и регулятор вида (56)

(
(53)

)
, обеспечивающий условия:

1) матрица ∆̃0(p, λ) (W̃0(p, λ)) имеет CR1-структуру (CR-структуру);
2)
∣∣∆̃0(p, λ)

∣∣ = νd(p, λ) (
∣∣W̃0(p, λ)

∣∣ = νd(p, λ)).
Определение 18. Систему (41) назовем слабо модально управ-

ляемой в классе регуляторов (56)
(
регуляторов (53)

)
, если суще-

ствует число n0 ≥ n1 такое, что для любого полинома (57) при
nd ≥ n0 найдутся ν ∈ R и регулятор вида (56)

(
(53)

)
, обеспечива-

ющий условия: 1) матрица ∆̃0(p, λ) (W̃0(p, λ)) имеет CR1-структуру
(CR-структуру); 2) существуют n∗ ∈ N, n∗ ≤ n4, и P̃13(λ) ∈
∈ Rn×n∗[λ], P̃23(λ) ∈ R(n̄−n∗)×n∗[λ] такие, что выполняется равенство In 0n×(n̄−n∗) P̃13(λ)

0(n̄−n∗)×n In̄−n∗ P̃23(λ)
0n∗×n 0n∗×(n̄−n∗) In∗

 ∆̃0(p, λ) =

[
∆̃11(p, λ) 0(n+n̄−n∗)×n∗
∆̃21(p, λ) In∗ − R̃∗(λ)

]
,
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где блок ∆̃11(p, λ) ∈ C(n+n̄−n∗)×(n+n̄−n∗)
0 (p, λ) имеет CR1-структуру,

∆̃21(p, λ) ∈ Cn∗×(n+n̄−n∗)
0 (p, λ), R̃∗(λ) ∈ Rn∗×n∗[λ] — правый нижний блок

матрицы R̃2
2(λ) (выполняется равенство (55)); 3)

∣∣∆̃11(p, λ)
∣∣ = νd(p, λ)

(
∣∣W̃11(p, λ)

∣∣ = νd(p, λ)).
Получены следующие утверждения.
Теорема 27. Система (41) модально управляема в классе регуля-

торов (56) тогда и только тогда, когда выполняются условия (47), (48).
Теорема 28. Для того чтобы система (41) была слабо модально

управляемой в классе регуляторов (56), необходимо и достаточно, чтобы
выполнялись условия (45), (46).

Рассмотрим систему (43). Для системы (43) регуляторы (56) и (53)
можно переписать в виде

u(t) = R01[X1,t] +R02(λh)X2(t), ẋ3(t) = R11[X1,t] +R12(λh)X2(t),
x4(t) = R21[X1,t] +R22(λh)X2(t)

(58)

и в виде

u(t) = R01(λh)X1(t) +R02(λh)X2(t), ẋ3(t) = R11(λh)X1(t) +R12(λh)X2(t),

x4(t) = R21(λh)X1(t) +R22(λh)X2(t). (59)

Здесь X1 = col[x1, x3], X2 = col[x2, x4], а матрицы Rij(λ) и операторы Ri1

определяются очевидным образом. Введем систему

ẋ1(t) = A11(λh)x1(t) + A12(λh)x2(t) +
[
B1(λh), G1(λh)

]
w(t),

(60)
x2(t) = A21(λh)x1(t) + A22(λh)x2(t− h) +

[
B2(λh), G2(λh)

]
w(t),

где w — управление, col
[
G1(λ), G2(λ)

]
= H1G̃(λ), H1 — некоторая невы-

рожденная матрица.
Следствие 1. Для того, чтобы система (43) была слабо модально

управляемой в классе регуляторов (58) (в классе регуляторов (59)) необ-
ходимо и достаточно, чтобы система (60) была модально управляемой в
этом же классе регуляторов.

Рассмотрим редуцированную систему (52). Пусть Θ1(λ)B(λ) =

= col
[
B1(λ), B2(λ)

]
, где блок B1(λ) состоит из первых n1 строк; b̄i(λ),

i = 1, r + n4, — i-й столбец матрицы B1(λ).
Теорема 29. Пусть существуют θ (1 ≤ θ ≤ r + n4) столб-

цов b̄ij(λ), j = 1, θ, матрицы B1(λ) и θ чисел δj, j = 1, θ, δ1 + . . . +

+δθ = n1, таких, что
∣∣∣b̄i1(λ), K0(λ)b̄i1(λ), . . . ,

(
K0(λ)

)δ1−1
b̄i1(λ), b̄i2(λ), . . . ,(

K0(λ)
)δ2−1

b̄i2(λ), . . . , b̄iθ(λ), . . . ,
(
K0(λ)

)δθ−1
b̄iθ(λ)

∣∣∣ ≡ const 6= 0. Тогда си-
стема (43) модально управляема в классе регуляторов (59).
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Следствие 2. Пусть для системы (60) выполняются условия тео-
ремы 29. Тогда система (43) слабо модально управляема в классе регуля-
торов (59).

Теорема 30. Система (41) модально управляема (слабо модально
управляема) в классе регуляторов (53) тогда и только тогда, когда си-
стема (43) модально управляема (слабо модально управляема) в классе
регуляторов (59).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Основные научные результаты диссертации

Предложен новый подход к управлению объектами с последействи-
ем, который базируется на использовании гибридных типов регуляторов,
представляющих собой три последовательно соединенных контура. Первый
контур компенсирует отклонение решения заданной системы от решения
новой системы, отличающейся от исходной наличием дополнительных ор-
ганов управления; второй контур управления редуцирует новую систему к
системе запаздывающего типа; третий контур реализует для полученной
системы цель управления. Разработанные схемы применения гибридного
регулятора адаптированы для решения задач проектирования различных
типов наблюдателей. Теория использования гибридного регулятора пред-
ставлена в виде следующих новых научных результатов.

1. Получены критерии разрешимости задачи 0-управляемости и
способы построения программных управлений, обеспечивающих успоко-
ение решения, для линейных автономных дифференциально-разностных
систем нейтрального типа и линейных автономных вполне регулярных
дифференциально-алгебраических систем с соизмеримыми запаздывани-
ями. Эти результаты опубликованы в работах [1–6; 8; 15; 23; 24; 26–30; 34;
55; 56; 61–68; 70–74; 76].

2. Доказаны критерии существования и разработаны схемы
построения регуляторов успокоения решения линейных автономных
дифференциально-разностных систем нейтрального типа и линейных авто-
номных вполне регулярных дифференциально-алгебраических систем с со-
измеримыми запаздываниями. Эти результаты представлены в работах [1;
10–12; 15; 31; 36; 40; 42; 79; 80; 82; 84].

3. Изучена задача приведения системы к конечному спектру. Уста-
новлены критерии спектральной приводимости и слабой спектральной
приводимости для линейных автономных дифференциально-разностных
систем нейтрального типа и линейных автономных вполне регулярных
дифференциально-алгебраических систем с соизмеримыми запаздывани-
ями. Предложены способы построения регуляторов, обеспечивающих ко-
нечный спектр. Указанные результаты опубликованы в работах [1; 14; 18;
38; 41; 81; 83].
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4. Исследована задача управления спектром для линейных автоном-
ных дифференциально-разностных систем нейтрального типа и линейных
автономных вполне регулярных дифференциально-алгебраических систем
с соизмеримыми запаздываниями. Получены критерии модальной управ-
ляемости и слабой модальной управляемости в классах интегральных регу-
ляторов и способы построения таких регуляторов. Найдены необходимые и
достаточные условия модальной управляемости и слабой модальной управ-
ляемости в классах дифференциально-разностных регуляторов, а также
предложены способы построения таких регуляторов. Описанные результа-
ты опубликованы в работах [1; 7; 9; 13; 16; 17; 22; 35; 37; 39; 43; 45; 53; 69;
75; 77; 78; 85; 86].

5. Найдены условия существования и предложены способы построе-
ния различных типов асимптотических наблюдателей для линейных авто-
номных дифференциально-разностных систем нейтрального типа. Постро-
ена процедура получения асимптотической оценки асимптотически наблю-
даемых систем, доказаны условия ее реализуемости. Эти результаты опуб-
ликованы в работах [1; 19; 20; 32; 44; 47; 49; 51; 52].

6. Доказаны критерии существования и разработаны процедуры по-
строения финитных наблюдателей в виде систем запаздывающего типа
с распределенными и сосредоточенными соизмеримыми запаздываниями
и конечным наперед заданным спектром, и в виде систем запаздываю-
щего типа с сосредоточенными соизмеримыми запаздываниями и некото-
рым конечным (не заданным наперед) спектром для линейных автоном-
ных дифференциально-разностных систем нейтрального типа. Указанные
результаты представленны в работах [1; 21; 25; 33; 46; 48; 50; 54; 57–60].

Кроме этого получены решения задач, которые в контексте диссер-
тации носят вспомогательный характер, однако представляют собой само-
стоятельный интерес: задача полной 0-управляемости в классах программ-
ных управлений и управлений типа обратной связи и задача финальной
наблюдаемости для линейных автономных дифференциально-разностных
систем нейтрального типа и линейных автономных вполне регулярных
дифференциально-алгебраических систем с соизмеримыми запаздывани-
ями [1; 5; 8; 15; 26]; задача построения всех решений одной линейной де-
скрипторной системы с дискретным временем [23; 24].

Рекомендации по практическому использованию результатов

Диссертация носит теоретический характер. В результате проведен-
ных исследований был разработан и обоснован новый подход к решению
проблемы проектирования регуляторов и наблюдателей для линейных ав-
тономных дифференциальных систем с последействием, что является кон-
цептуальным развитием теории управления системами с последействием.
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Результаты и методы диссертации могут быть использованы при про-
ведении исследований по теории управления, анализе динамических харак-
теристик линейных автономных систем с последействием и конструирова-
нии регуляторов в объектах, моделируемых такими системами; при реше-
нии практических задач управления экономическими и технологическими
процессами. Проверка полученных в работе условий разрешимости иссле-
дованных задач основана на нахождении рангов функциональных матриц,
а разработанные способы построения регуляторов и наблюдателей основа-
ны на алгебраических операциях, являющихся стандартными для совре-
менных систем компьютерной математики. Исследование таких структур-
ных свойств, как 0-управляемость, слабая спектральная приводимость и
слабая модальная управляемость, а также использование новых типов на-
блюдателей и процедур оценки асимптотически наблюдаемых систем, поз-
воляет сократить требования к органам управления и наблюдения в срав-
нении с традиционными требованиями, которые соответствуют условиям
полной управляемости и полной наблюдаемости.

Результаты диссертации возможно использовать при чтении для сту-
дентов и магистрантов спецкурсов в области теории управления и ее прило-
жений. Результаты диссертации внедрены в учебные процессы учреждений
образования «Гродненский государственный университет имени Янки Ку-
палы» и «Полоцкий государственный университет», что подтверждено ак-
тами внедрения (акты № 03-8/019 от 15.06.2022, № 03-9/015 от 15.06.2022).
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РЕЗЮМЕ

Хартовский Вадим Евгеньевич
Управляемость линейных динамических систем с

последействием: качественный анализ и построение регуляторов

Ключевые слова: линейная система нейтрального ти-
па, дифференциально-алгебраическая система с последействием,
0-управляемость, регулятор, спектральная приводимость, модальная
управляемость, наблюдатель.

Цель исследования: разработать алгебраический подход к синтезу
управлений для линейных автономных систем с последействием.

Методы исследования: методы теории функционально-
дифференциальных уравнений, алгебры, функционального анализа.

Полученные результаты и их новизна. Для линейных автономных
систем нейтрального типа и линейных автономных вполне регулярных
дифференциально-алгебраических систем с последействием получены кри-
терии разрешимости задачи 0-управляемости и методы синтеза соответ-
ствующих программных управлений; разработаны методы синтеза регу-
ляторов типа обратной связи, обеспечивающие успокоение решения; полу-
чены критерии существования и методы синтеза регуляторов типа обрат-
ной связи, обеспечивающие конечный спектр; получены критерии суще-
ствования и методы синтеза модальных регуляторов типа обратной связи,
обеспечивающие заданный спектр. Для линейных автономных систем ней-
трального типа получены условия существования и способы построения
асимптотических и финитных наблюдателей. Все результаты диссертации
являются новыми.

Рекомендации по использованию и область применения. Результаты
диссертации применимы при анализе структурных свойств динамических
систем с последействием и конструировании регуляторов в объектах, мо-
делируемых такими системами, при решении практических задач управ-
ления экономическими и технологическими процессами. Проверки полу-
ченных условий разрешимости изученных задач основаны на вычислении
рангов некоторых матриц, а предложенные схемы синтеза регуляторов и
наблюдателей состоят из алгебраических операций, имеющихся в арсенале
современных пакетов компьютерной алгебры.
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Хартоўскi Вадзiм Яўгенавiч
Кiравальнасць лiнейных дынамiчных сiстэм з паслядзеяннем:

якасны аналiз i пастраенне рэгулятараў

Ключавыя словы: лiнейная сiстэма нейтральнага тыпу,
дыферэнцыяльна-алгебраiчная сiстэма з паслядзеяннем, 0-кiравальнасць,
рэгулятар, спектральная прыводнасць, мадальная кiравальнасць,
назiральнiк.

Мэта работы: распрацаваць алгебраiчны падыход да сiнтэзу рэгуля-
тараў для лiнейных аўтаномных сiстэм з паслядзеяннем.

Метады даследавання: метады тэорыi функцыянальна-
дыферэнцыяльных ураўненняў, алгебры, функцыянальнага аналiзу.

Атрыманыя вынiкi i iх навiзна. Для лiнейных аўтаномных сiст-
эм нейтральнага тыпу i лiнейных аўтаномных цалкам рэгулярных
дыферэнцыяльна-алгебраiчных сiстэм з паслядзеяннем атрыманы крыт-
эры адрознасцi задачы 0-кiравальнасцi i метады сiнтэзу адпаведных праг-
рамных упраўленняў; распрацаваны метады сiнтэзу рэгулятараў тыпу зва-
ротнай сувязi, якiя забяспечваюць заспакаенне рашэння; атрыманы крыт-
эрыi iснавання i метады сiнтэзу рэгулятараў тыпу зваротнай сувязi, якiя
забяспечваюць канчатковы спектр; атрыманы крытэрыi iснавання i метады
сiнтэзу мадальных рэгулятараў тыпу зваротнай сувязi, якiя забяспечваю-
ць зададзены спектр. Для лiнейных аўтаномных сiстэм нейтральнага тыпу
атрыманы ўмовы iснавання i спосабы пабудовы асiмптатычных i фiнiтных
назiральнiкаў. Усе вынiкi дысертацыi з’яўляюцца новымi.

Рэкамендацыi па выкарыстаннi i галiна прымянення. Вынiкi дысер-
тацыi дастасавальныя пры аналiзе структурных уласцiвасцяў дынамiчных
сiстэм з паслядзеяннем i канструяваннi рэгулятараў у аб’ектах, якiя мад-
элююцца такiмi сiстэмамi, пры рашэннi практычных задач кiравання эка-
намiчнымi i тэхналагiчнымi працэсамi. Праверкi атрыманых умоў адрозна-
сцi вывучаных задач заснаваны на вылiчэннi рангаў некаторых матрыц, а
прапанаваныя схемы сiнтэзу рэгулятараў i назiральнiкаў складаюцца з ал-
гебраiчных аперацый, наяўных у арсенале сучасных пакетаў кампутарнай
алгебры.
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SUMMARY

Khartovskii Vadim
Controllability of linear dynamical systems with aftereffect:

qualitative analysis and design of controllers

Key words: linear system of neutral type, differential-algebraic system
with aftereffect, 0-controllability, regulator, spectral reducibility, modal
controllability, observer

The purpose of the research: develop an algebraic approach to the
synthesis of regulators for linear autonomous systems with aftereffect.

Methods of the research: methods of the theory of functional-differential
equations, algebra, functional analysis.

The obtained results and their novelty. For linear autonomous systems of
neutral type and linear autonomous completely regular differential-algebraic
systems with aftereffect, criteria for the solvability of the 0-controllability
problem and methods for designing the corresponding program controls
are obtained; methods for synthesizing feedback-type regulators have been
developed, which ensure the calming of the solution; existence criteria and
methods for the synthesis of feedback-type regulators providing a finite
spectrum are obtained; the existence criteria and methods for the synthesis of
modal feedback-type regulators that provide a given spectrum are obtained. For
linear autonomous systems of neutral type, existence conditions and methods
for constructing asymptotic and finite observers are obtained. All dissertation
results are new.

Recommendations for use and field of applications. The results of the
thesis are applicable in the analysis of the structural properties of dynamic
systems with aftereffect and in the design of regulators in objects modeled
by such systems, in solving practical problems of managing economic and
technological processes. The checks of the obtained conditions for the solvability
of the studied problems are based on the calculation of the ranks of some
matrices, and the proposed schemes for the synthesis of regulators and observers
consist of algebraic operations available in the arsenal of modern computer
algebra packages.
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